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Vorwort

Die tradierten Lehrpléne beinhalten im wesentlichen nur, was sich mit traditionellen
Medien im Unterricht mehr oder weniger gut realisieren [aRt. So zum Beispiel muBl
die Behandlung des (dreidimensionalen) Raumes und seiner Modellierungen als
vernachlassigt bezeichnet werden, obwohl der Raum das 'Medium des Menschen'
ist.

Dreidimensionale Computergrafik, die den Raum zwar auf einen planaren Bildschirm
abbildet und so noch der taktilen Wahrnehmung entzogen bleibt, kann auf
vielféltige, die bisherigen medialen Mgglichkeiten Obersteigende Weise helfen,
raumliche Sachverhalte darzustellen und zu konstruieren.

Die durch das Computerwerkzeug SCHNITTE definierbare Lernumgebung soll
exemplarisch verdeutlichen, welche Chancen der rdumlichen Geometrie nicht nur im
Rahmen des Mathematikunterrichts erwachsen. - Ein noch so tragféahiges Computer-
programm kann seinen Einsatz in einem allgemeinbildenden Unterricht aber nicht
nur durch seine bloRe Existenz legitimieren, sondern seine Verwendung als
Unterrichtssoftware bedarf einer Begrindung in einem allgemeinbildenden Kontext.

Welche Probleme und Gefahren induziert das Lernen in einer Scheinwelt auf dem
Bildschirm, in der der Schdiler / die Schulerin Dinge tun kann, die in der Realitét
unméglich oder folgenschwer wéren ?

Zu Dank verpflichtet bin ich Michiel Doorman vom Freudenthal-Institut in Utrecht,
ohne dessen Computerwerkzeug 'Doorzien’ (Durchblick), dem Vorganger von
SCHNITTE, diese Monographie nicht entstanden wére.

Dank auch an Gerhard Schlosser, der mein Manuskript zu diesem Buch in einen
druckfertigen Zustand gebracht hat.

WaldburgNVeingarten, im Dezember 1994

Heinz Schumann
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1 _Einleitung

1 Einleitung

Die Situation des derzeitigen Geometrieunterrichts in der Sekundarstufe | ist u.a.
gekennzeichnet durch ein MiBverhaltnis der Behandiung der raumlichen zur ebenen
Geometrie, das sich zeitlich quantifiziert etwa mit 1:3 angeben I4Rt. Lehrpléne ande-
rer Lander, wie z.B. die NCTM-Empfehlungen in den USA, der niederlandische Lehr-
plan und der (neue) russische Lehrplan werden der Bedeutung der drei-dimensiona-
len Geometrie als Werkzeug zur und Ergebnis einer Modellierung der uns umgeben-
den dreidimensionalen Weit besser gerecht. -

Als Erkiérungshypothesen fur dieses MiRverhaltnis kénnen angefiihrt werden:

- Die Lehrpléne der deutschen Bundeslénder spiegeln die Beschranktheit der
traditionellen Medien zur Darstellung und Konstruktion raumgeometrischer
Sachverhalte wider.

- Die Ausbildung der Mathematiklehrer und Mathematiklehrerinnen in der
Elementargeometrie, insbesondere in der raumlichen, ist mangelhatft, - falls diese
Uberhaupt stattfindet.

- Das schulische Lernen von zweidimensionaler "Geometrie” ist weitgehend ein
Vorratslernen und -lehren, das keine ausreichende Ubertragung auf die und
Anwendung in der Raumgeometrie findet.

Gliedert man den Bereich der schulischen Raumgeometrie in die einander Uberlap-
penden Stoffsdulen Formenlehre, Konstruktionsiehre und Berechnungslehre (vgi.
Fig. 1.1), so sind folgende raumgeometrischen Defizite vor allem in der Formenlehre
und in der Konstruktionslehre auszumachen, wahrend die Berechnungslehre - we-
gen ihrer traditionellen Prufungsrelevanz - relativ gut reprasentiert ist: Es herrscht
ein Mangel an geometrischen Formen und ihren Darstellungen, raumgeometrische
Konstruktionen in Analogie zu den planimetrischen Konstruktionen fehien génzlich.

3-D-Konstruktionslehre 3-D-Berechnungslehre

N

N

.N I
- "‘p

Fig. 1.1 3-D-Formenlehre



1 Einleitung

Das Ziel dieser Arbeit ist es, am Beispiel des Themas "Kérperschnitte" - einer
Facette der Raumgeometrie - zu zeigen, wie die mediale Schwéche des bisherigen
Geometriecurriculums und die durch sie bedingten raumgeometrischen Defizite mit
Hilfe geeigneter Unterrichtssoftware ansatzweise Uberwunden werden kann.

Ein ebener Kérperschnitt ist definiert als Schnittmenge einer Ebene mit dem betref-
fenden Korper; im Falle eines Vollkérpers besteht die Schnittmenge aus einer Fla-
che oder aus mehreren Fiachen, im Falle eines Flachenkérpers aus einer Linie oder
mehreren Linien, im Grenzfall kann die Schnittflache mit den Kérperseitenflachen
Ubereinstimmen oder zu Kérperkanten oder -punkten degenerieren. Die Zerlegung
oder Zerfallung eines (konvexen) Kérpers langs einer Schnittflache hat zwei Schnitt-
bzw. Teilkdrper zur Folge, falls die Schnittflache innere Kérperpunkte enthait.

Auf den Kérperbegriff soll hier nicht problematisiert werden. Im folgenden unter-
scheiden wir i.a. nicht streng zwischen dem "geometrischen Kérper" und dem
materialen oder digitalen Realisat eines solchen Kérpers.

Bei der Behandlung von Kérperschnitten sind also zwei Aspekie zu unterscheiden:

- die Behandlung der Schnittflache bzw. der Schnittlinien (Betrachtung der Form,
Lage, Verlagerung usw.)

- die Behandlung der Schnittkérper (Formbetrachtung und Betrachtung der
Formvariation)

Bevor auf die computerunterstitzte Erzeugung und Darstellung von Kérperschnitten
naher eingegangen wird, beleuchten wir verschiedene legitimative Aspekte der
Behandlung von Kérperschnitten in einem aligemeinbildenden Geometrieunterricht,
vorwiegende in der Sekundarstufe |.

Als wesentlich kann man folgende reich- und beziehungshaltigen Aspekte ansehen:
- Koérperschnitte und Training der Raumvorstellung

- Kérperschnitte in erkenntnistheoretischer Sicht

- Kérperschnitte in einem allgemein padagogischen Kontext

- Koérperschnitte als kinstlerisches Ausdrucksmittel

- Koérperschnitte bei der Produktion von Zweck- und Nutzformen

- Kérperschnitte und geometrische Problemlésungsaufgaben

- Kérperschnitte und dreidimensionale Computergrafik

Um den Rahmen einer Einleitung nicht zu sprengen, kénnen diese aligemeinbilden-
den Bezlge oft nur exemplarisch und unvolistandig skizziert werden.



1.1 Kérperschnitte und Training des Raumvorstellungsvermégens

1.1 Korperschnitte und Training des Raumvorstellungsvermﬁgens

Raumvorstellung ist ein Priméarfaktor unserer kulturspezifischen Intelligenz. Eine
gute Raumvorstellung ist Voraussetzung fur die Eignung zu vielen Berufen und far
den Erwerb schulischen Wissens in den meisten Fachern. Die Bedeutung der Kér-
perschnitte, insbesondere der Schnittflachen bzw. Schnittlinien, fir die Messung und
das Training von Raumvorstellungsleistungen haben E. Fay und O. Grémminger
erkannt und einen Test des Namens "Schnitte" entwickelt, den sie bezeichnen als
"Ein neues Verfahren zur differenzierten Erfassung des rdumlichen
Vorstellungsvermdgens im oberen Leistungsbereich. Von den auf dem Markt befind-
lichen Raumvorstellungstests unterscheidet es sich u.a. durch seine extrem niedrige
Wahrnehmungsgebundenheit bedingt durch die fast ausschliellich verbale
Aufgabenstellung.Diese zwingt den Probanden zum 'vorstellungsmaRigen Operieren
im mentalen Raum'. DarUber hinaus werden dem Probanden gleichzeitig sowoh!
Visualisierungsleistungen im Sinne der Manipulation von Teilelementen einer
Gesamtkonfiguration, als auch Orientierungsleistungen, also die Betrachtung eines
dreidimensionalen Koérpers aus unterschiedlichen Perspektiven abverlangt. Nur
'kontinuierliches Operieren' fuhrt zur richtigen Lésung, diskrete mentale Operationen
reichen im Gegensatz zu den meisten géangigen Raumvorsteliungstests nicht aus.
Da es stets um Korpertypen geht und so grundsatzlich bei jeder Aufgabe unendlich
viele Schnittpositionen méglich sind, mu® der Proband 'divergent produzieren’, d.h.
er kann sich nie auf ein einziges Vorstellungsbild beschranken.” (Zitiert nach Fay, E.
et al. 1991, S. 36).

Zur Veranschaulichung des Tests "Schnitte” zeigen wir hier nur eine modifizierte
und an den Sprachgebrauch der Schulgeometrie angepafite Fassung eines
Instruktionsitems (vgl. Fig. 1.1.1 a ohne Koérperbilder), das fur leistungsschwachere
Schuler zur Unterstitzung ihrer Vorstellung mit Schragbildern ergénzt werden
kénnte. (Fig. 1.1.1 b mit Kérperbildern).

Im Gegensatz zu den Aufgaben des Tests "Schnitte" sind die Testaufgaben in Figur
1.1.2 von konvergenterer Art.

Voraussetzung fur die im Test "Schnitte" geforderten spezifischen Raumvorstel-
lungsleistungen ist Gberhaupt ein entsprechender Entwicklungsstand der
(rdumlichen) Intelligenz. Im Rahmen der qualitativ-empirischen Studien, auf denen
Jeans Piaget's Stufentheorie der kognitiven Entwickiung grindet, haben Piaget und
seine Mitarbeiter mittels nicht standardisierter Interviews u.a. untersucht, wie Kinder
konkrete Schnittoperationen an Koérpern ausfihren, die Ergebnisse solcher
Operationen antizipieren und interpretieren und wie sich die adaquaten
Vorstellungen mit zunehmendem Alter entwickeln (vgl. J. Piaget et al.: Die
Entwicklung des rdumlichen Denkens beim Kinde. S. 291 - 316). Die Ergebnisse
Piaget's resumierend ist davon auszugehen, daB sich das rdumliche Denken 'des
Kindes' im Alter von 7 - 11/12 Jahren, d.h. im konkret-operativen Stadium, soweit
entwickelt, dall es einfache Schnittoperationen an einfachen Koérpern (Prisma,
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Instruktionsitem

Ein Korper wird mit einer Ebene geschnitten.
Als Schnittflache entsteht ein nicht-quadratisches Rechteck.
Mit welchen oder welchem der folgenden Korper ist dies moglich ?

Wiirfel
Quadratische Pyramide
Pyramidenstumpf mit quadratischer Grundflache

(A) mitalien

(B) nurmitl. und Il

(C) nurmitl und il

(D)  nurmit ll. und lil.

(E) nurmitl
Fig.1.1.1a

}
P SpSUE F,

Fig. 1.1.1b
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Parallelepiped, Zylinder, Kegel, Kugel) bei konkreter Reprasentation geistig bewalti-
gen kann. Damit ist die lernpsychologische Voraussetzung flur eine entsprechende
Behandlung von Kérperschnitten in der Grundschule und in der Sekundarstufe |
gegeben.

Den allgemeinen Bildungs- und Erziehungsauftrag, der in den Mathematiklehrpla-
nen, z.B. des Lehrplans flr die Sekundarstufe | (Hauptschule, Reaischule, Gymna-
sium) B.-W. festgelegt ist, kann u.a. entnommen werden: ... Ziel des Mathe-
matikunterrichts ist es, Raumanschauungsvermégen und Vorstellungskraft auszubil-
den... .

U.a. haben H. Wélpert / KP. Muller (1983) und H. Besuden (1994) auf die Bedeu-
tung von Kérperschnitten flr die Entwicklung und das Training der Raumvorsteliung
hingewiesen. Ansonsten findet sich in der didaktischen Literatur und auch der
Schulbuchliteratur des deutschen Sprachraumes nur wenig zum Thema Kérper-
schnitte. (Einen Raumvorstellungstest anhand von Wurfelschnittkérpern, bei denen
im Vergleich zum Wiurfel die OberflachengréBe vermindert bzw. vergréfiert wird
bzw. erhalten bleibt, hat H. Schumann 1989 entwickelt). Die (ehemals) sowjetische
Literatur zur Geometriedidaktik und -methodik ist eine Fundgrube fiir Materialien
zum Raumvorstellungstraining mit und ohne Kérperschnitte (vgl. auch Abschnitt 1.6).

Du siehst in dem Wiirfel eine schraffierte Schnittflache. Kreuze an, welqhe der
Formen die wahre Form der Schnittflache ist. Nur eine der finf Formen ist

@000

Du siehst die wahre Form einer Schnittflache. Kreuze den Wurfel an, der
diese Schnittflache besitzt. Nur einer der fanf Wirfel ist richtig.

o O O o O

Du siehst in dem Wiirfel eine schraffierte Schnittflache. Der Wirfel wird in sein
Netz ausgefaltet. Die Begrenzungslinien der Schnittflache sind im WiJrf_eInetz
zu sehen. Kreuze das richtige Wirfeinetz an. Nur eines der finf Netze ist

richtig.
] ]

7 K

A
o o O O

O U

Fig. 1.1.2 11
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1.2 Erkenntnistheoretisches iiber Kdrperschnitte

Ein grundiegendes Schema der Erkenntnisgewinnung im Bereich der konstruktiven
Kérperlehre ist das Schema 1.2.1, das folgendermalRien interpretiert werden kann:
Erste Interpretation: Welche Kérper ergeben sich durch Anwendung entsprechender
Operationen ? - Ausgehend von einem oder mehreren Kérpern werden durch ein-
zelne oder mehrere (mathematisierte) Operationen (z.B. Vereinigungsbildungen,
Differenzbildungen, Schnittmengenbildungen, Durchdringungen, &quiforme Trans-
formationen, affine Transformationen, topologische Transformationen, Symmetri-
sierungen, Schnittoperationen) neue Kérper erzeugt - "vom Bekanntem zu Neuem".
Die Frage nach der Varianz und Invarianz der Eigenschaften der Ausgangskorper
bei den ausgefihrten Operationen dient der Findung von Erkenntnissen Uber die
erzeugten Korper.

Zweite Interpretation: Wie mussen die Operationen beschaffen sein, um aus
bestimmten Korpern andere zu erzeugen ? - Diese Frage konzentriert sich auf die
Eigenschaften der Operationen.

Dritte Interpretation: Auf welichen Kérper lassen sich die durch Anwendung
bestimmter Operationen generierten Kdrper zurlckfihren ? Diese Frage beinhaltet
das Umkehrproblem bzw. das Problem der Zuriickfuhrung ("von Neuem auf schon
Bekanntes").

Das Schema 1.2.2 zeigt die Spezialisierung des allgemeinen Schemas auf die
Schnittoperationen.

Die Figur 1.2.1 veranschaulicht nicht ebene Schnittoperationen an einem Warfel mit
ihrem Ergebnis. Im folgenden schranken wir uns auf ebene Schnitte ein. Ebene
Schnittoperationen bestehen aus der Festlegung der Schnittebenen und der sich
daraus ergebenden Schnittflachen sowie der Separierung der entstandenen Schnitt-
korper. (Die Zerfallung langs der Schnittflachen [aRt das Ergebnis der Schnitt-
operationen sichtbar werden.) Es kann unterschieden werden zwischen einfachen
Schnitten, d.h. Schnittkérperbildung mittels einer Ebene, und kombinierten
Schnitten, d.h. simultane Schnittkérperbildung mittels mehreren Ebenen. Die
kombinierten Schnitte sind durch sukzessive Ausfuhrung einzelner Schnitte
ersetzbar. Ein anderes Unterscheidungsmerkmal von Schnittoperationen ist die
Auswahl von Schnittkérpern nach bestimmten Kriterien oder die 'Gleichbehandlung'
aller Schnittkérper: Die selektive Schnittkdrperbildung (bei der restliche Schnitt-
korper als 'Abfaliprodukte’ unbeachtet bleiben) oder die nicht selektive Schnittkor-
perbildung (bei der alle Schnittkérper beachtet werden). - Bei einer iterativen
Schnittkérperbildung wird der Schnittkérper oder werden die Schnittkdrper
derselben oder denselben Schnittoperationen unterzogen bis ein Abbruchkriterium
(z.B. Ecken- oder Kantenanzahl) erfullt ist (vgl. Schema 1.2.3). In der Figur 1.2.2 ist
die Erzeugung des Kuboktaeders als iterative und selektive Schnittkérperbildung zu
sehen.
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KORPER Operation(en)g> KORPER'

Schema 1.2.1

KORPER =s==—% SCHNITTKORPER

Schema 1.2.2

Fig. 1.2.1

KORPER === SCHNITTKORPER

Schema 1.2.3

13
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Fig. 1.2.2

Ausgangskérper und Ergebniskorper der selektiven Schnittoperationen kénnen in
Gruppierungen angeordnet werden. Da die Schnittoperationen auf die Kérper
abbauend wirken, kann man von 'Kérperabbau-Gruppierungen' sprechen. Eine
solche Abbaugruppierung, beispielsweise des Wurfels zeigt die Figur 1.2.3 (mit den
halbregelmaRigen  Phasenbildern); die  kombinierten  Schnittoperationen
(Einzelschnitte in der ersten Zeile der Figur 1.2.3) sind hier das 'gleichmaRige
Eckenabschneiden’ bzw. Stumpfen mit einer kontinuierlichen Verlagerung der
Schnittflachen bis von den urspringlichen Wurfelflachen nur noch die Mitten tbrig-
bleiben (kleinstes Element der Gruppierung: das Oktaeder). In der Figur 1.2.4
(Phasenbilder) ist die Abbaugruppierung abgebildet, die durch 'gleichmaRiges Ab-
kanten' des Wurfels bei stetiger Verlagerung der Schnittflachen entsteht (kleinstes
Element der Gruppierung: das Rhombendodekaeder). - Von der aquiformen Erzeu-
gung der Korper her gesehen, ist die Operation des gleichmaBigen Ecken-
abschneidens eine Art Umkehroperation, die auf das Oktaeder angewandt, wieder
zum Wurfel fuhrt (Figur 1.2.5, Schnittflachen weiB). Das Stumpfen ist auch far die
Abbaugruppierung in Figur 1.2.4 Umkehroperation; das zeigt das gestumpfie
Rhombendodekaeder in Figur 1.2.6. - Neben den linearen Abbaugruppierungen
gehen wir noch auf eine nicht lineare Gruppierung ein: Von einem Tetraeder als
groRtem Kérper aus kénnen durch Legen von entsprechenden Schnitten (Figur 1.2.7
mit Fallunterscheidungen fur die Lage von Schnitten; es ist nur die erste Generation
von Schnittkérpern dargestellt) Polyeder mit gréRerer Flachenanzahl gewonnen



\w @ @ l
w,nnrw




1 Einleitung

Fig. 1.2.5




1.2 Erkenntnistheoretisches Uber Kérperschnitte

werden (vgl. auch Kapitel 2, Abschnitt 5). Die Schnittpolyeder sind Reprasentanten
von Klassen (topologisch) aquivalenter Polyeder.

Wir kehren noch einmal zum Schema 1.2.2 zuriick und betrachten die sich aus ihm
ergebenden drei Grundaufgaben fur Kérperschnitte (Schemata 1.2.4 a - ¢):

Gegeben sind in der ersten Grundaufgabe (Schema 1.2.4 a) der zu schneidende Kér-
per und eine Beschreibung der Schnittoperation(en). Gesucht sind die Schnittkérper
bzw. eine Auswahi von Schnittkérpern.

Beispiel (Fig. 1.2.8): Gegeben ist eine quadratische Pyramide, die durch eine Ebene
parallel zur Grundfi&che geschnitten werden soll. Das Ergebnis ist eine quadratische
Pyramide und ein quadratischer Pyramidenstumpf.

Gegeben sind in der zweiten Grundaufgabe (Schema 1.2.4 b) der zu schneidende
Korper und eine Beschreibung der Schnittkérper. Gesucht sind die entsprechenden
Schnittoperationen.

Beispiel (Fig. 1.2.9): Gegeben ist ein quadratischer Pyramidenstumpf, der so geschnit-
ten werden soll, daB als Schnittkérper die (schon bekannten) Prismen und Pyramiden
entstehen. Es missen vier Schnitte senkrecht zur Grundflache durch die Kanten der
Deckflache gelegt werden. - Hier z.B. kann das Schema zum Schema des
zerlegungsgleichen Verwandelns (Schema 1.2.5) erweitert werden, indem die
Schnittkérper noch umgeordnet und so zusammengesetzt werden, daR sie neben der
quadratischen S&ule eine quadratische Pyramide und einen Quader bilden. Man sagt:
Der quadratische Pyramidenstumpf ist diesen Kérpern zerlegungsgieich.

Hier konnen auch die Kérperpuzzles als Umkehraufgaben eingeordnet werden: Gege-
ben ist ein Satz von Schnittkérpern, den man sich durch Zerlegen bzw. Zerschneiden
aus einem Korper entstanden denken kann. Gesucht ist das Zusammensetzen (als
eine Umkehroperation zum Zerschneiden) der Teile zur vorgegebenen Kérperform.

In der dritten Grundaufgabe (Schema 1.2.4 c) sind gegeben der (die) Schnittkérper
und eine Beschreibung der Schnittoperation(en). Gesucht sind Kérper aus denen mit-
tels Schnittoperation(en) die Schnittkérper erzeugt werden.

Beispiel (Fig. 1.2.10): Gegeben ist das Kuboktaeder, das mittels Eckenabschneiden
generiert worden ist. Diese Aufgaben hat zwei Lésungen: Das Kuboktaeder kann
durch Stumpfen eines Wiirfels oder eines Oktaeders gewonnen werden.

Wir schlieRen diesen Abschnitt mit einer Erweiterung des Begriffs der Schnittoperatio-
nen. Kérper, wie sie in Figur 1.2.11 und 1.2.12 dargestellt sind, sind nicht durch ebene
Schnitte herstellbar. Operationen, die solche Kaérper produzieren, kénnen
folgendermafRen erklart werden: Man bildet den (die) zu subtrahierenden Schnittkorper
als Schnittmenge von Halbrdumen, die zu den "Schnittflachen" gehéren, und dem
Korper. Die konkrete Durchfiihrung solcher Operationen mit Schnittwerkzeugen, z.B.
mit Messer oder Sage an Kérperrealisaten ist zwar noch am Beispiel Fig. 1.2.11
vorstellbar, versagt aber am Beispiel 1.2.12. Hier missen andere Werkzeuge, z.B.
Stemmeisen, Stanzwerkzeuge oder spezielle Bohrer (Releaux-Bohrer) benutzt
werden. - Jedenfalls ist mit der erweiterten Schnittoperation z.B. die in der
Volumenlehre abliche Zerlegung eines konvexen Polyeders in konvexe Pyramiden von
einem inneren Punkt des Polyeders aus als Schnittkérperbildung beschreibbar (Fig.
1.2.13, das Ausfuhren der einzelnen Schnitte ist vorstellbar mit einem Messer, das die
Form eines variablen Winkelfeldes hat).
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Fig. 1.2.7

KORPER —=2 3 9

Operation(en)

?

KORPER =—3 SCHNITTKORPER

P Sty SCHNITTKORPER

= peration{en)

Schemata 1.2.4a-c

zerlegende Umgruppieren
POLYEDER ————3 TEILPOLYEDER 3 POLYEDER'
Schnitte Zusammensetzen

Schema 1.2.5
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Exkurs: Die Volumenbestimmung von Polyedern kann durch zerlegende Schnitte auf
die Bestimmung des Rauminhalts dreiseitiger Pyramiden zuriickgefihrt werden (vgl.
Schemata 1.2.6 a - c¢). Eine weitere Analogisierung der Flacheninhaltslehre von
Polygonen, die ohne infinitesimale Prozesse auskommt, ist aber nicht méglich: Es
gibt dreiseitige Pyramiden, die nicht zerlegungsgleich entsprechenden dreiseitigen
Prismen bzw. Warfeln sind, d.h. das Schema 1.2.6 d ist generell nicht ausfiihrbar.
Folglich sind i.a. zwei dreiseitige Pyramiden gleicher Grundftachen und Héhe nicht
zerlegungsgleich. - Einen aktualisierten geschichtlichen AbriR dieser Problematik,
die der grole Mathematiker David Hilbert im Jahre 1900 auf dem Internationalen
MathematikerkongreR zu Paris als drittes seiner berGhmten dreiundzwanzig
Probleme formulierte, gibt u.a. H. Schumann 1982.

POLYEDER-222851®, K ONVEXE POLYEDER

KONVEXES POLYEDER 22852, K ONVEXE PYRAMIDEN

KONVEXE PYRAMIDE —2285K2 o, nRE|SEITIGE PYRAMIDEN

DREISEITIGE PYRAMIDEZ%%%DRHSEW IGES PRISMA

Schemata1.26a-d
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Fig. 1.2.11 Fig. 1.2.12

Fig. 1.2.13
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1.3 Korperschnitte in einem aligemeinen padagogischen Kontext

Friedrich Frébei (1782-1852) hat wohl als erster Padagoge die Korperschnitte for
padagogische Zwecke genutzt. - Seine metaphysisch begriindete und in der
Gedankenwelt der Romantik und des Idealismus wurzelnde elementare Erziehungs-
lehre und Didaktik ist von groflen deutschen Padagogik des 20. Jahrhunderts aus-
fahrlich gewdrdigt worden (vgl. u.a. Bollnow 1967, Kiafki 1964, Nohl 1965, Spranger
1964). Um den Rahmen unserer Arbeit nicht zu sprengen, missen wir auf die
genannte Literatur und auch auf Friedrich Frébel's gesammelte péadagogische
Schriften (F.F.g.p.S.) verweisen. Wir beschrianken uns hier auf eine
kommentierende Wiedergabe wesentlicher Stellen in Frobel's Lernspielprogramm
fur die 'Vorschule', die sich auf Korperschnitte beziehen.

Ebenso wie bei Herbart und bei Pestalozzi, als dessen Schiiler Frobel bezeichnet
werden kann, kommt bei Frobel der ‘elementaren Mathematik' eine zentrale Rolle
bei der Bildung des Kindes zu. Die Mathematik ist fur Frobel Ausdruck der géttlichen
Ordnung in der gesamten Welt. Diese Ordnung &uRert sich besonders in den
geometrischen Raumformen, weshalb Frébel im Elementarunterricht besonderen
Wert auf deren Erarbeitung und Behandiung legt - im Gegensatz zu Herbart und
Pestalozzi, die sich im wesentlichen in der Geometrie auf die ebenen Formen
beschranken.

Uber das passive Teilhaben des Kindes an Kérperwandlungen hinaus fordert Frébel
das selbsttatige Erzeugen und Bearbeiten von geometrischen Formen. Das kann
u.a. dem Teilbereich seiner Formenlehre, der vom Umwandeln der Formen handelt,
entnommen werden. Er unterscheidet das Umformen bei Invarianz der 'Masse' und
das Umformen bei Verringerung der 'Masse'. Die letztere Umformungsart beinhaltet
neben dem Ausschneiden planarer Formen auch das schneidende Bearbeiten von
Kugel-, Zylinder-, Kegel-, und Warfelmodellen:

"Das Umwandeln der Korper aus weichem, schneidbaren Stoffe, z.B. Thon, Lehm,
Kartoffeln, Ruben, Krautstrunken, weichem Holze, und zwar zunachst des Wurfels
und der Kugel durch Abschneiden 1. der Ecken, 2. der Kanten. Es thut sich hier
ganz besonders das Streben des Kindes kund: im &uRern das Innere zu schauen,
am auBeren das Innere darzustellen, wie umgekehrt, in der Mannigfaltigkeit die Ein-
heit zu finden und aus der Einheit die Mannigfaltigkeit zu entwickein. Wie diese
Kinderbethétigung zur hoheren und wahren (religiésen) Erfassung der Natur und
des eigenen Lebens hinfihrt, liegt am Tage... .

Zum getheiltenRunden. Zuerst werden
a) K u g e | n getheilt:
1. gleichlaufend der Umfassungsflache, also Halbkugeln und Kugeln ineinander;
2. gleichlaufend einem gréRten Kreise, also Scheiben gebend;
3. durch die drei gréRten sich rechtwinkelig durchschneidenden Kreise; also in
acht gleiche vierflachige Kérper.
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b) Die W a1 z e wird getheilt, ebenfalls zunachst
1. gleichtaufend der Walzenflache, also in Cylinder verschiedener Grole;
2. gleichlaufend der FuR- und Deckfléche; also in gleichgroRe Scheiben;
3. durch die zwei grofiten sich rechtwinklig durchschneidenden Theilungsebenen,
also in vier Saulige, 2 und 1 fiachige Kérper,
4. in Kreise oder Ringe aus Nr. 1.

c) Der K e g e | wird getheilt, wiederum
1. gleichlaufend der gebogenen F lache;
2. gleichlaufend der FuRflache in Scheiben;
3. durch die zwei sich rechtwinkelig in der Achse schneidenden Theilungsebenen;
4. die Theilung nach den Kegelschnitten."

(Zitiert nach F.F.g.p.S., 2.Abtlg., S. 280/281)

Frébels Formenlehre, die auch die Spracherziehung mit einbezieht, offenbart die
inhaltliche und methodische Verarmung, die der heutige Anfangsunterricht in der
raumlichen Formenkunde erfahren hat, und die sich bis in die Sekundarstufe I fort-
setzt,

Unter den genannten raumlichen Formen ist fur Frébel der Wirfel die grundiegende
Form (vgl. u.a. F.F.gp.S., 2.Abtig., S. 268/269).

In der sogenannten 3. Spielgabe, einer der vielen spielerischen Lernumgebungen,
wird die Teilung des Wurfels in 8 kongruente Teilwlrfel behandelt (zitiert nach
F.F.g.p.S., 2. Abtlg., S. 140/141):

"Als Warfel steh' ich jetzt vor dir;

Als Tafel (Flache) nun erschein' ich hier;
Doch bleib' ich stets gleich viel.
Schén dinkt mich dieses Spiel. -
Doch auch ohn' Verweilen
Kannst du leicht mich theilen,

Mit einem Schnitte
Durch die Mitte
In zwei gleiche Halbe.

Wiéhrend dem die Mutter oder die Kinderpflegerin dief} dem Kinde singend zuspricht
theilt sie durch e in e Bewegung das Ganze in zwei gleiche Theile. Allein auf
zweierlei Weise ist diese Theilung auszufihren: bald von oben nach unten, bald von
einer Seite zur anderen. Indem die Mutter dieses darstellt, singt sie vom Geviert aus
dem Kinde zu:
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Theilst du mich von oben ab,
Senkrecht sich die Halben zeigen;
Theilst du mich der Quere ab,
Wagrecht sich die Halben neigen.
Zwar ist nicht die Lage gleich,
Stetes ist doch die GroRe gleich: -
Halbes ist gleich Halbem.”

Die drei Schnitte und ihr Ergebnis zeigt die Figur 1.3.1. Mit den Teilwrfeln werden
neue raumliche Formen als symbolische Zweckformen gebaut und sogenannte
planare Schénheitsformen entwickelt. Die Teilung des Waurfels wird in weiteren
Spielgaben analysiert fur 3 mal 2 Schnitte und 3 mal 4 Schnitte, wobei auch ein
vertikaler Diagonalschnitt zu Teilkérpern fuhrt, mit denen nicht nur Kérper mit recht-
winkligen Kanten zusammengebaut werden kénnen.

Fig. 1.3.1

In einem Brief an eine seiner Schilerinnen (Emma), in dem er eine leicht verstand-
fiche Darstellung des Bildungsprogramms fiir die Vorschule gibt, beschreibt Frébel
u.a. die dynamische und selbsttdtige materiale Konstruktion von Schnittkérpern aus
dem Warfel (AnlaB fUr solche Konstruktionen ist das Gesetz der Umwandlung nach
dem sich z.B. die Ecken bzw. Kanten zu Flachen verwandeln):

“Wollen Sie dies (Anm.: die Konstruktion des Kuboktaeders aus dem Warfel) nun .

in dem Kindergarten von den Kindern ... an Tépferthon oder sonst leicht schneld-
barem Stoff (Ruben) ausfilhren lassen, so geben Sie den Kindern vollkommene
Warfel dieser Stoffe und fordern die Kinder nun auf durch weniges oder geringes
oder gleichmafiges Abschneiden an allen acht Ecken jede Ecke ... in eine ... Flache
zu verwandeln, gleichsam nach dem Wunsche des Wirfels, bis dahin, wo die
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Flachen in der Mitte der Kanten sich ber(ihren, und so entsteht durch die Thatigkeit
der Kinder der ... Sechs(acht)flichner." (Zit. nach F.F.g.p.S., Alig. 2, S. 511/512).
Entsprechend entsteht durch weitere Verlagerung des 'gleichmafigen' Ecken-
abschneidens des Oktaeder (der 'reine' Achtflachner).

Das gleichmaRige Kantenabschneiden fuhrt zum 6-12Fl&chner und zum 'reinen’
Zwoélfflachner ( Rhombendodekaeder).

Frébel entwickelte so aus dem Wiarfel durch mehr oder weniger systematische
Kombination von Eckschnitten und/oder Kantenschnitten sechs weitere Kérper, die
zusammen mit der Kugel, dem Zylinder, dem Waurfel und dem dreifach ‘durch-
brochenen' Wurfel als sogenannte Festgestalten eine Sammiung von Spiel-
materialien bilden. Wir geben im foigenden die zehn Wurfelabkémmlinge jeweils
mit dem Ausgangswiirfel in der Anordnung wieder, wie sie in dem o.g. Brief verbal
beschrieben sind (vgl. F.F.g.p.S. 8. 552). In der Figur 1.3.2 befinden sich die von
Frobel gewahiten Bezeichnungen und zusatzlich in Klammern geometrische
Bezeichnungen.

Die beim Schneiden am Wiurfel entstehenden Teile (Ergénzungsformen) fallen bei
Frébel nicht unbeachtet weg, sondern, sie werden dem betreffenden Kérper beige-
fugt. Frobel schreibt dazu: "Die Ergénzungsformen zu den Kérperformen kénnen zu
ganz neuen schdnen Zusammenstellungen benutzt werden und bieten jede unter
sich wieder sehr viel Belehrendes dar, wie angenehm spielende Unterhaltung" (Zit.
nach F.F.g.p.S., 2.Abtlg., S. 521).

Das Ziel Frobels, der eine mineralogische Ausbildung besaf, aus dem Wiirfel durch
eine entsprechende Schnitt-Systematik kristalline Grundformen, die in romantischer
Verklarung als Ausdruck der 'géttlichen’ Ordnung in der Natur von ihm zum
Bildungsgegenstand erhoben werden, gelingt nur teilweise, da einerseits eine
konsequente Anwendung der Systematik auch Schnittformen ohne kristalline inter-
pretation erzeugen wirde, andererseits die Schnitt-Systematik ‘verbogen' werden
muf, um entsprechende kristalline Formen zu erhalten. Aulerdem sind durch die in
Figur 1.3.2 dargesteliten polyedrischen Festgestaiten nicht alle Kristallsysteme
reprasentiert (vgl. E. Wagemann 1960).

In jungster Zeit hat die P&adagogin L. Heller im Rahmen des Forschungsprojekt
"Praktisches Lernen mit geometrischen Kérpern nach Frébel” (L. Heller 1993) die
Entwicklung polyedrischer Schnittformen aus dem Wirfel und ihre Behandiung
wieder aufgegriffen und erweitert. Sie fligt den polyedrischen Grundgestalten (vgl.
Fig. 1.3.2) u.a. ein Rhomboeder (Spat) und das regulére Pentagon-Dodekaeder
hinzu. Sie nennt solche Waurfelderivate "Kuboeder". "Kuboeder sind geschnittene
Waurfel", dabei miissen die Schnitte derart erfolgen, dall der Warfel nicht "zerstért”
wird (hier sei angemerkt, da® sich quasi jedes mehr oder weniger regelmafige
konvexe Polyeder durch geeignete Schnitte aus dem Waurfel gewinnen laft). So
sind z.B. Schnitte durch die Wiurfelmitte nicht zuldssig. Es mufl ein "Kern"
(polyedrische Festgestalt) erhalten bleiben; die weggeschnittenen Teile bilden die
"Schale". Kern und Schale bilden ein "Ganzes" , das medial in Holz-Vollkérper-
modellen fur Unterrichtszwecke zur Verfligung steht (vgl. beispielsweise Fig. 1.3.3;
der Leser finde selbst den jeweiligen Kern heraus). Die Modelle liefern das Material
far zahireiche Schuleraktivitaten, die weit Uber das Ubliche geometrische Lernen
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6-8Flichner
(Kuboktaeder)
8 Schnitte

6-12Flichner
(abgekanteter
Wiirfel)
12 Schnitte

4-6Flichner
4 Schnitte

2mal 4- und
1mal 2Flichner
(8seitiges
Prisma)
4 Schnitte

Doppelspitzer
12Flachner
(6seitige Dop-
pelpyramide)
6 Schnitte
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Fig. 1.3.2

8Flichner
(Oktaeder)
8 Schnitte

12Flichner
(Rhomben-
Dodekaeder)
12 Schnitte

4Flichner
(Tetraeder)
4 Schnitte

2mal 4- und 2mal
2Flichner
(Quader mit zwei
dufgesetnen ,
4seitigen
Pyramiden)
6 Schnitte

Doppelspitze
6seitige Siule
(6seitiges Prisma
mit zwei
aufgesetzten
Gseitigen
Pyramiden)
12 Schnitte
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Fig. 1.3.3

hinausgehen sollen. Der ganzheitliche Ansatz sei durch die angegebene Synopse
dokumentiert (Heller 1993). Hellers Zielsetzungen sind mehrdimensional, sie sind
dem Bereich der Mathematik, der Asthetik, der Spracherziehung und der (nicht nur
geometrischen) Formenlehre zuzuordnen. (Es sei hier angemerkt, daR die Kuboeder
sicherlich nicht eine "durchgehend mathematische Struktur" aufweisen, und dal das
"Programmieren” woh! in einer anderen Bedeutung als in der Mathematik tiblichen
verwendet wird.)

Eine unterrichtspraktische Umsetzung des Hellerschen Ansatzes wurde in einer
Gruppe Geistigbehinderter, in einer 1. Grundschulklasse und in einer 9. Haupt-
schulklasse vorgenommen. M.E. sind fur eine Realisierung dieses ganzheitlichen
Ansatzes im Alitagsunterricht die curricularen Rahmenbedingungen der heutigen
allgemeinbildenden Schule nicht glinstig, - Hellers Konzeption bedurfte einer 'neuen’
Schule.
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1.4 Korperschnitte als kiinstlerisches Ausdrucksmittel

Der schweizerische Bildhauer, Maler, Designer, Architekt und Theoretiker der Form-
gestalter Max Bill (1908 - 1994) hat Ansétze einer Theorie der asthetischen Form
entwickelt ("Form" 1952). - Max Bill, der zu den Vertretern des systematischen
Konstruktivismus gezahlt werden kann, verwendet Schnitte von Kreisring (Torus),
Kugel und Wirfel, um das Motiv des Halben asthetisch zu gestalten. - Unter den
unendilich vielen verschiedenen Méglichkeiten, einen Warfel mittels ebener Schnitte
jeweils in zwei gleiche Teile zu zerlegen, wahlt er, z.B. fir die Gestaltung von Plasti-
ken, jene aus, die sich durch eine besondere Qualitat auszeichnen (Fig. 1.4.1): den
Schnitt parallel zu einer Seitenflache (Schnittflache: Quadrat), den Schnitt langs der
Diagonalen einer Seitenflache (Schnittflache: Rechteck mit den Seitenverhéltnissen
1:42 ), den Schnitt durch zwei diametral liegende Wirfelecken und eine Kantenmitte
(Schnittflache: Rhombus mit Seitenlange +5/2 und Héhe +/30/5) und den Schnitt
durch Mitten eines Kantenzugs aus nichtparallelen Kanten (Schnittflache: regelmai-
ges Sechseck mit der Seitenlange +2/2). Eine mathematische Analyse der Wurfel-
schnitte von Max Bill hat H. Zeitler 1990 durchgefihrt. Die Realisierung des
Sechseckschnitts als Plastik (zwei halbe Kuben, 1966, 28 x 28 x 28 cm) zeigt die Fi-
gur 1.4.2 - "Form ist das, was wir im Raum begegnen. Form ist alles, was wir sehen
kénnen. Doch wenn wir das Wort Form héren oder den Begriff denken, dann bedeu-
tet er doch mehr, als nur ein Etwas, das zufallig besteht. Wir verbinden mit dem Be-
griff Form von vornherein eine Qualitat. ... Wir wissen, daf nicht alles, was als Form
erscheint, ohne weiteres schén ist. Es handelt sich immer um eine relative Schon-
heit" (Max Bill in "Form" 1952, S.6).

In der modernen Baukunst gibt es eine vielseitige Verwendung von Schnitten an
Baukorpern. Wir illustrieren dies an einem Beispiel, bei dem die Form einer quadra-
tischen Pyramide durch das Abschneiden der vier Basisecken zu einer Hausform
wird (Fig. 1.4.3, in drei Frontalansichten).

Fig. 1.4.1
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Fig. 1.4.2
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1.5 Korperschnitte bei der Produktion von Zweck- und Nutzformen

In vielen Bereichen des Handwerks und in der industriellen Fertigung wird im
ProduktionsprozeR® der Schnitt von Koérpern verwendet, um Rohmaterialien oder
Halbfertigprodukte far einen bestimmten Zweck 'passend’ zu machen. Wir
verdeutlichen das an einem Beispiel aus der Holzverarbeitung:

Ein Baumstamm wird mittels vertikal sich auf und ab bewegender Sagebiatter
(Gattersage Teilansicht und Schema in Fig. 1.5.1 a/b) in unbearbeitete Bretter und
Schwarten zersagt (Fig. 1.5.2). Die Bretter werden durch "paralleles Besaumen"
(Fig. 1.5.3) in eine Quaderform als Ausgangsmaterial fir vielseitige Weiter-
verarbeitungen gebracht. Bei der traditionellen Mobelherstellung erfordert die Eck-
verbindung von {(gehobelten) Brettern weitere Kérperschnitte (Figur 1.5.4, Herstel-
lung einer "einfachen Zinkung").

Zusatz: Zur Veranschaulichung und Instruktion werden im Mobelbau besondere
Korperschnitte verwendet (Figur 1.5.5) - In diesem Zusammenhang sei auch auf die
Veranschaulichung von rdumlichen Objekten (z.B. Werkstiicken, Maschinen, Bau-
werken) durch Schnittdarstellungen wie Querschnitt und Langsschnitt hingewiesen.
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Schwalben
ausstemmen und
Reststiicke
entfernen

Zinken

unbesdumt paraitet
Besdumt

Fig. 1.5.3 Fig. 1.5.4

Durch die drei Ansichten kénnen beim Im Mébelbau werden folgende Schnitte
Méobelbau haufig nicht alle wichtigen bevorzugt:

Einzelheiten dargestellt werden. Es Hoéhenschnitt

mussen zusatzlich Schnittzeichnungen  Senkrechter Schnitt, der rechtwinklig zur
angefertigt werden, d.h. man denkt sich  Vorderkante des Mébels verlauft.

an den entsprechenden Teilen das Querschnitt
Mébelstick aufgeschnitten. Waagrechter Schnitt, meist von oben
gesehen.

Frontalschnitt
Senkrechter Schnitt, der parallel zur

/] Vorderansicht des Mébeis verlauft

HOHENSCHNITT QUERSCHNITT FRONTALSCHNITT

Fig. 1.5.5

32



1.6 Koérperschnitte und geometrische Probleml&sungsaufgaben

1.6 Korperschnitte und geometrische Problemldsungsaufgaben

Wir geben im folgenden eine elementare Berechnungs- und eine elementare
Konstruktionsaufgabe Uber Korperschnitte wieder, wie sie dem deutschen
Geometrieunterricht in der Sekundarstufe 1 weniger bekannt sind - im Gegensatz
zum russischen (friher sowjetischen) Curriculum, das eine reichhaltige 'Kultur' an
solchen Schnittaufgaben besitzt, die vor allem dem Training und der Entwicklung der
Raumvorstellung dienen sollen (vgl. u.a. Gusev 1988 und Litwinenko 1991).

1.6.1 Berechnungsaufgabe tiber Kérperschnitte (Elementares Beispiel)

Gegeben ist ein Wurfel mit der Standflache ABCD und der Deckflache A'B'C'D'.
Eine Ebene durch die Ecke B und die Mitten der Kanten A'D' und C'D'
schneidet den Warfel. Wie grof ist die Schnittflache ? Wie lang ist das Lot von
B' auf die Schnittflache ? Wie grof ist das Volumen und die Oberflache der
Pyramide mit der Spitze B' und der Schnittflache als Grundflache ? Welchen
Winkel bildet die Schnittflache mit der Standflache des Wirfels ?  (Planfigur:
Figur 1.6.1)

Fig. 1.6.1
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1.6.2Konstruktionsaufgabe iiber Kérperschnitte (Elementares Beispiel)

Die zeichnerisch- konstruktive Behandlung von Kérperschnitten ist in der Sekundar-
stufe | reduziert auf spezielle Schnitte an speziellen Kérpern in spezieller Darstel-
lung. - Wir skizzieren im folgenden, wie auf dieser Schulstufe Kérperschnitte mit
Hilfe von 2-D-Grafiksystemen (hier mit Cabri-Géométre) flexibler behandelt werden
kénnen. Als Beispiel fir einen einfachen Kérper wahlen wir ein funfseitiges Prisma
ABCDE AB'C'D'E' (Fig. 1.6.2 a), das mit einer Ebene durch P,Q,R, geschnitten
werden soll. Die Schnittlinien PQ, QR sind schon bekannt; es sind noch die Schnitt-
linien mit den restlichen Seitenfléchen zu konstruieren. Dazu wird die Spurgeraden-
methode gewahit: wir konstruieren aus den gegebenen Daten die Gerade (Spur-
gerade), die die Ebene durch P,Q,R mit der Standebene des Prismas gemein hat
(Fig. 1.6.2 b; Gerade durch die Schnittpunkte S1, S2). Die Schnittpunkte S und T
werden durch Riickwartsarbeiten Gber die Schnittpunkte S3 und S4 konstruiert (Fig.
1.6.2 c). PQRST bildet das Schnittpolygon. - Der Vorteil der computerunterstitzten
Konstruktion gegenuber der Papier-Bleistift-Konstruktion liegt, auRer in der vorteil-
haften Positionierung von Objekten und in der relativen Unabhangigkeit vom
begrenzten Zeichnungsfeld, in den interaktiven, filmisch ablaufenden Variations-
maglichkeiten der nur einmal zu konstruierenden Konfiguration: Die Lage der
Schnittebene wird variiert (Fig. 1.6.3; Punkt P wird gezogen), die Form der Grund-
flache wird variiert (Fig. 1.6.4; Punkt B wird gezogen); das Prisma wird zum schiefen
Prisma variiert (Fig. 1.6.5; Punkt C' wird als freier Punkt gezogen). Die operative
Fragestellung: Was geschieht, wenn ... ? kann weithin ohne mediale Behinderung
verfolgt werden. - Um den Schnitt in wahrer Gestalt zu ermittein, gehen wir vom
Grundrif® und Aufrif3 eines funfseitigen Prismas aus und drehen den Schnitt um die
Spurgerade s in die GrundriBebene und erhalten nach Umklappung das Schnitt-
polygon PQRST in wahrer Form (Fig. 1.6.6 mit den Bezeichnungen aus den Figuren
1.6.2 - 1.6.5). Diese Zirkel- und Linealkonstruktion ist mit den zur Zeit fur DOS oder
Windows existierenden 2-D-Grafiksystemen fiir das schulgeometrische Konstruieren
nicht Ubersichtlich und an Handlungsvorstellungen orientiert zu realisieren, denn mit
diesen Systemen kénnen Kreisbogen als Objekte nicht erzeugt werden. In Figur
1.6.7 ist eine Konstruktion durchgefihrt, in der die Drehung um s' durch zwei
entsprechende Spiegelungen ersetzt wird. Man gewinnt mit einer solchen
computerunterstitzten Konstruktion wiederum die Variationsméglichkeiten der 5-
seitigen Prismenform und der Schnittiage zum Zwecke operativer Untersuchungen.
Jetzt malten noch beide Darsteliungsformen, der Schnitt im Schragbild und der
Schnitt in wahrer Gestalt, konstruktiv in Zusammenhang gebracht werden. So
kénnte man z.B. von Grund- und Aufri® des Prismas ausgehend eines seiner
Schragbilder mit Schnitt konstruieren usw. .
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1.7 Korperschnitte und dreidimensionale Computergrafik

Mit dem Mittein der dreidimensionalen analytischen Geometrie und der Grafik-
programmierung, insbesondere der objektorientierten, kénnen dreidimensionale
geometrische Sachverhalte, wie beispielsweise die Bildung von Schnittkérpern, als
dreidimensionale Computergrafik effizient dargestelit und der interaktiven
Manipulation des Benutzers zuganglich gemacht werden. Zweidimensionale Grafik-
systeme, wie das im Abschnitt 1.6.2 verwendete Cabri-Géométre, reichen fur das
Darstellen und Erzeugen raumlicher Konfigurationen nicht aus, weil mit ihnen raum-
liche Objekte nicht definiert und deshalb nicht adaquat dargestellt und manipuliert
werden konnen. Die im Abschnitt 1.6.2 skizzierten, zeitaufwendigen zeichnerisch-
konstruktiven Behandlungsmaglichkeiten von Kérperschnitten kann man folgender-
malien bewerten: Sie zeigen den Mangel an einem adaquaten Medium, einen raum-
lichen Sachverhalt in der 'Ebene' zuganglich zu machen. Abgesehen von den
Variationsméglichkeiten eréffnen  schulgeometrische 2-D-Grafiksysteme keine
wesentlich neue konstruktive Sichtweise.Die planare Durchfuhrung der betreffenden
Konstruktionen setzt bereits in erheblichem MaBe Raumvorstellungsfahigkeit und
eine zeichnerisch-konstruktive Vorbildung voraus.

Dem Thema "K6rperschnitte" kann unter den Aspekten des Raumvorstellungs-
trainings, der Bereicherung der geometrischen Formenvielfalt, des experimentellen
und explorativen Arbeitens sowie der Entwicklung divergenten Denkens erst ein
unterrichtspraktischer Stellenwert zukommen, wenn ein grafisches Medium existiert,
das die Schnittstelle zwischen dem raumgeometrischen Sachverhalt 'Kérperschnitt'
einerseits und dem Lerner andererseits erwartungskonform, aufgabenangemessen,
einfach und zeiteffizient gestaltet.

(In diesem Zusammenhang sind wir der Uberzeugnung, daR das materiale
Konstruieren von Kérperschnitten, z.B. an Kartoffel- oder Styropormodellen, schon
aus Granden der Rahmenbedingungen schulischen Unterrichts nicht als eine
generelle unterrichtspraktische Losung des Medienproblems in Frage kommen
kann.)

Wir skizzieren nun einen Minimalkatalog an allgemeinen Forderungen fir ein men-
gesteuertes 3-D-Werkzeug zur Erzeugung und Darstellung von Kérperschnitten, das
im Geometrieunterricht der Sekundarstufe | eingesetzt werden kann. Der Einsatz
eines solchen Werkzeugs kann einen attraktiven Beitrag zur Realisierung des nicht
geometriespezifischen allgemeinbildenden Ziels "Der Schiiler/ die Schilerin soll
lernen, mit Computerwerkzeugen zu lernen und zu arbeiten” leisten. Eine Voraus-
setzung fur die Verwirklichung dieser Zielsetzung ist die Verfigbarkeit tber 'portable
schilerpersénliche Computer' (Notebooks) im Alltagsunterricht und zu Hause.
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Minimalkatalog an aligemeinen Forderungen:

Erfullung software-ergonomischer Standards, die die Interaktionsprobleme des
Schulers/ der Schulerin mit dem Werkzeug minimalisieren und die insbesondere
das explorative Verhalten und die Selbstkorrektur unterstitzen.

Interaktives Festlegen und Variieren von Schnittflachen am betreffenden Kérper
Darstellung der wahren Form der Schnittfiache

Ausfihrung von Schnitten durch Bildung von Schnittkérpern und deren
Separierung

Sicherstellung haptischer Erfahrungen durch auffaitbare Ausdrucke von
Abwicklungen der (Schnitt-)Kdrper - beschrénkt auf Kérper mit abwickelbarer
Oberflache (Torsen)

interaktive dynamische Visualisierungsméglichkeiten von (Schnitt-)Kérpern, z.B.
durch verschiedene Darstellungsarten, Hidden-Line-Modi, Rotation, Zoomen ...
Dynamische Darstellung von Schnittkérperbildungen durch Animationsgrafik (z.B.
trickfilmartige Darstellung von Schnittfiachenvertagerungen)

Komfortable Verwaltung von Kérperdateien.
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2 Meniigesteuertes Erzeugen und Darstellen von
Polyederschnitten

Fur MS-DOS Computer gibt es derzeit weltweit erst ein Programm zum mend-
gesteuerten Schneiden von Polyedern, das als Unterrichtssoftware fur die
Sekundarstufen entwickelt worden ist und das bereits wesentliche Forderungen des
Minimalkatalogs erfullt. Es ist das in einer Spracherweiterung von Lisp geschriebene
Programm SCHNITTE, das in Zusammenarbeit von M. Doorman / Freudenthal-Insti-
tut, Utrecht und H. Schumann / PH Weingarten aus dem Programm ‘Doorzien’
entwickelt worden ist. Im folgenden geben wir eine kurze Einfihrung in das Pro-
gramm, weisen auf seine Grenzen in der gegenwartigen Fassung hin, bewerten
seine didaktische Relevanz, entwickeln Unterrichtskonzepte, berichten Uber einen
Unterrichtsversuch sowie ein Interview und schlagen werkzeuggeeignete Projekte
vor.

2.1 Eine Einfilhrung in das Programm SCHNITTE
2.1.1 Uberblick iiber die Meniis

Zuerst geben wir einen groben Uberblick Gber die Menus und deren einzelne Optio-
nen. Die Figur 2.1.1 zeigt das Arbeitsfenster von SCHNITTE mit der Menuleiste aus
den Menus 'Kérper', 'Schnitt’, 'Ansicht’, 'Extras’ und Info’. In Figur 2.1.2 sind die
Optionen der einzelnen MenUs zu sehen.

Das Men( 'Kérper' verwaltet im wesentlichen die Polyederdateien: Polyederdatei
laden, speichern (mit oder ohne Schnitt) oder Korper ausdrucken. Mit den Optionen
des Menus 'Schnitt’ wird ein vorhandener Schnitt gel6scht oder ein neuer Schnitt
durch Wah! dreier Punkte auf dem Polyeder erzeugt, eine Schnittflache bewegt, d.h.
wahlweise um eine der drei bildschirmbezogenen Raumachsen gedreht oder parallel
vorwarts oder riickwarts verschoben (dabei kann auch die Ausgangslage fixiert wer-
den), werden zu einem vorhandenen Schnitt Schnittscharen durch Drehung oder
Verschiebung desselben zur Auswahl eines neuen Schnitts erzeugt. Mit der Option
'Form' kann man sich die wahre Form der Schnittflache zeigen Jassen. Mit 'Ausfih-
ren' wird der Korper langs der Schnittflache in seine zwei Teilkdrper zerlegt.

Mit dem Optionen des Menus 'Ansicht’ kann das vorgegebene oder durch Schnittbil-
dung erzeugte Polyeder unter Ausblendung der verdeckten Kanten, die strichliert zu
sehen sind, parallel- oder zentralprojektiv sowie stereografisch dargestelit werden.
(Fur das Betrachten eines stereografischen Kérperbildes benétigt man eine Rot-
Grin-Brille oder zwei entsprechend gefarbte Folien.) Die Parallelprojektion ist
voreingestelit. Mit den Optionen 'GréRe’ und 'Drehen’ 138t sich das Polyedermodell
verkleinernd oder vergréBernd skalieren bzw. drehen. Mit der Option 'Kérpernetz'
wird das vorgegebene oder durch Schnitt erzeugte Polyeder nach Wahl einer seiner
Seitenflachen um diese in die Ebenen ausgefaitet.
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Schnitt Ansicht Extras Info

Laden
Speichern

Prucken

Beenden (//:>
[

_______

|

Fig. 2.1.1
K&rper Schnitt Ansicht Extras Info
Laden Léschen Grofe Undo Info
Speichern Erzeugen Drehen Schraffur o | Kopieren
Drucken Bewegen Parallel # | Kanten s
Beenden Schar Zentral o |Senkrecht o
Form Stereo o | Massiv o
Ausflihren Korpernetz Namen o
Fig. 2.1.2
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Mit den Optionen des MenuUs 'Extras' kann man die bisherigen Arbeitsschritte wider-
rufen, die Schraffur der Schnittfliche ein- und ausschalten (im Menu ist Schraffur
eingeschaltet), das Polyeder definieren ais Kanten- oder Flachenmodeli zur Wahi
der eine Schnittebene festiegenden Punkte, die Lage einer automatisch erzeugten
Schnittebene gegenlber der Bildschirmhorizontalen in der Option 'Schnitt-Bewegen'
festiegen (im Menu ist die senkrechte Lage gewahit). Es kann mittels ‘Massiv' der
Kérper auch als pseudo-massiv dargestellt werden - im Menu ist nicht massiv
eingeschaltet.

Die Optionen des Menus 'Info' dienen der allgemeinen Information Uber das
Programm.

Menubearbeitung: Die Datei MENU.TXT darf mittels Textverarbeitung so verandert
werden, daf einzelne Men(s und/oder Optionen unterdrickt bzw. umbenannt wer-
den kénnen.

2.1.2Eine erste Anwendung des Programms SCHNITTE

Wir rufen die Option 'Laden’ im Ment 'Kérper' auf und wahlen unter den Polyederda-
teien die fur eine Saule aus. Im Arbeitsfeld erscheint gemaR den Voreinstellungen
eine 5-seitige Saule in parallelprojektiver Darstellung. Im Menu 'Schnitte’ rufen wir
die Option 'Erzeugen' auf und positionieren mit der Maus nacheinander drei Punkte
beliebig auf Kanten wie in der Figur 2.1.3 a durch x-Markierungen angegeben. Die
drei Punkte spannen eine Ebene auf, deren Schnitt mit der Saule als Pseudo-
Vollkérper die schraffierte Schnittflache ergibt (Fig. 2.1.3 b) - ohne Schraffur ist nur
die Schnittlinie zu sehen, dementsprechend kann der Kérper als Flachenkérper
aufgefaf’t werden.

Wir hétten die drei Punkte auch exakt als Teilpunkte der Sdulenkanten positionieren
kénnen oder nach Umschalten zum Flachenmodell (Option 'Extras - Kanten') ir-
gendwo auf den Seitenflachen des Wurfels (wobei die Mehrdeutigkeit der Punktlage
bezuglich vorderer oder hinterer Seitenflachen vom Programm interaktiv verwaltet
wird). Anstatt den Schnitt gleich auszufthren, benutzen wir die Option 'Schnitt -
Bewegen', um die Schnitiflache zu drehen oder paraliel zu verschieben (Fig. 2.1.3
c/d) - etwa bis sie die Form eines Sechsecks hat (Fig. 2.1.3 e). Das gleiche Ergebnis
kénnen wir auch mit der Option 'Schnitt - Schar' erzielen, in dem wir aus den
automatisch durch Drehen oder Verschieben erzeugten Schnittflachenscharen eine
geeignete Schnittflache auswahlen (Figur 2.1.3 f/g). Das Polyeder kann nun
zusammen mit der Schnittflache abgespeichert werden.

Uns interessiert jetzt die originale Form der projizierten Schnittflache, dazu verwen-
den wir die Option 'Schnitt - Form' und erhalten die Figur 2.1.4, die die polygonale
Schnittflache im parallelprojektiven Saulenbild und zugleich in ihrer wahren Form
zeigt. In dieser Option kénnen auch Mafizahlen von Rauminhalt, Oberflachengréfie
und GréRe der Schnittflache abgelesen werden.
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Fig.213a-g
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Die Benennung der Polygonecken ermadglicht ein ldentifizieren von Bild- und
Originalpunkten. Die Schnittflache in wahrer Form kann auch gedreht werden. (In
der Option 'Ansicht - Drehen' kann auch der Kérper automatisch so gedreht werden,
daR der Schnitt parallel zur Bildschirmebene zu liegen kommt, also in wahrer Form
erscheint). Wir verlassen kurz das Ment 'Schnitt' und wahlen im Menu "Ansicht die
Option 'Kérpernetz': Um die Grundfléche der Saule (Fig. 2.1.5 a) wird die Saule in
ein Netz, in dem die Schnittlinien eingezeichnet sind, abgefaltet (Fig. 2.1.5 b). Mit
der Option 'Schnitt - Ausfihren' lassen wir den Wurfel langs der Schnittflache
zerfallen (Fig. 2.1.6).

Wir wahlen einen der Schnittkérper fur eine weitere Bearbeitung, d.h. Schnittbildung
bzw. Darstellung, aus (Fig. 2.1.6 links, Markierung + ). Der nicht weiter zu bearbei-
tende Teilkérper kann abgespeichert werden. Der ausgewahlte Korper erscheint wie
in Figur 2.1.7 zu sehen - Wie kann der ausgewahite Schnittkérper dynamisch
visualisiert werden ? Mit den Optionen 'Drehen' und 'GréRe’ des Menls 'Ansicht’
kénnen wir das Polyeder drehen und verkleinern bzw. vergréRern (Fig. 2.1.8 a/b).
Mit der Option 'Extras - Massiv' lassen sich die verdeckten Kanten ausbienden (Fig.
2.1.8 c); mit der Option 'Ansicht - Zentral' wird zur zentral-projektiven Darstellung
des Korpers Ubergegangen (Fig. 2.1.8 d mit hidden lines), die nach Rotation und
Wahl eines kérpernahen Augpunktes wie in Figur 2.1.8 e aussient oder nach
entsprechender Rotation als sog. Schlegeldiagramm, einer Verebnung des Korpers,
interpretiert werden kann (Fig. 2.1.8 f).

Welche Méglichkeit besitzt das Programm SCHNITTE, um das Schnittpolyeder in
eine ebene Reprasentation zu verwandeln ? Die Option 'Ansicht - Kérpernetz' faltet
das Polyeder in ein Netz aus; dazu ist eine Seitenflache oder eine Kante des Poly-
eders auszuwahlen, um die herum das Netz gebildet wird. Das Programm verwaltet
dabei ein mehrdeutige Wahl von Flachen und Kanten, die durch das
Hintereinanderliegen von Objekten in der raumlichen Tiefe entstehen kann. In der
Figur 2.1.9 a ist als zentrale Seitenflache die Grundflache gewahlt (Markierung:*).Es
wird zuerst der Schnittkorper mit dem Netz angezeigt (Fig. 2.1.9 b), nach Bestati-
gung erscheint das Netz allein, das vergréert bzw. verkleinert und gedreht werden
kann (Fig. 2.1.9 c); die Wahl der Schnittflache, Deckflache, als zentrale Flache lie-
fert das Netz in Figur 2.1.9 d. Damit ist eine Bricke von der visuellen zur
dreidimensionalen haptischen Wahrnehmung geschiagen: Das ausgedruckte Netz
gestaltet das Auffalten zur einem papiernen Flachenmodell.

2.1.3Exakte Positionierung von Schnittebenen

Anstelle der beliebigen Wahl der Lage von Punkten auf Kanten (Voreinstellung),
kann man auch Punkte als Kantenteilpunkte wahlen. Die Teilpunkte teilen jede
Kante in gleich groBe Teile: ein Teilpunkt teilt; 2; 3; ... ; 9 Teilpunkte teilen eine
Kante entsprechend in 2; 3; 4; ... ; 10 Teile. Beispielsweise illustriert die Figur 2.1.10
a - d die Erzeugung des Kuboktaeders aus dem Wourfel mittels Schnitte durch
Kantenmittelpunkte.
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C

Fig. 2.1.5 alb

Fig. 2.1.6

Fig. 2.1.7
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Fig.2.1.8a-f

46



2.1 _Eine Einfhrung in das Programm SCHNITTE

Fig.2.1.9a

Fig.2.1.9b

Fig.2.1.9¢c/d
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Fig. 21.10a-d

Es versteht sich von selbst, daf? die hier beschriebene Anwendung des Programms
SCHNITTE nur unzureichend den Umgang mit dem Computer-Werkzeug wiederge-
ben kann, - Seibsterfahrungen in der Programmbenutzung sind fur eine Programm-
bewertung unerlalich.
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2.1.4Die Grenzen der Programmversion 1.0

Mehrere Schnitte eines Polyeders - wie an einem Tetraeder mit oder ohne Angabe
von verdeckten Kanten in Figur 2.1.11 zu sehen - lassen sich nicht simultan erzeu-
gen und ausfihren. Allerdings kénnen manuelle Schnittoperationen an materialen
Objekten auch nur sukzessive ausgefihrt werden, so daf nicht von einer ernsthaf-
ten Verletzung des Prinzips der Erwartungskonformitat gesprochen werden kann.
Aus einem konvexen Polyeder lassen sich aber mit dem Programm durch einen
Schnitt wiederum nur konvexe Schnittpolyeder gewinnen - im Gegensatz zu materia-
len Schnittoperationen oder Vorstellungen Gber soiche, die nicht volistandig langs
Schnittebenen ausgefihrt werden missen. Kombinierte Schnitte, wie z.B. in Figur
1.2.11, sind nicht ausfuhrbar. Das Ausfihren der Schnittoperationen sowie das
Ausfalten in ein Netz kann nicht als Vorgang in Gestalt einer raumlichen Animation
betrachtet werden (eine entsprechende Prozessorientierung des Programms ist
programmtechnisch nicht einfach zu realisieren). Vorteilhaft ware naturlich, die
Umkehroperationen mit dem Programm ausfiihren lassen zu kénnen: Polyeder als
Teilpolyeder zu einem neuen Polyeder vereinigen. Ein vorgegebenes Netz zu einem
Polyeder auffalten.

Im einzelnen ist das Programm noch software-ergonomisch und inhaltlich zu
verbessern - ohne sein einfaches Design unnétig zu komplizieren (z.B. durch lokale
Hiifen, eine Verbesserung der Ausdrucksmoglichkeiten, einen echt interaktiven
Zugriff auf die Lage der Schnittflache, die Integration von Text in das Grafikfenster,
eine Anpassung der Animationen in den Optionen 'Form' und '‘Koérpernetz' an die
Wahrnehmungsgeschwindigkeit des Benutzers etwa durch Mausklick usw.).
Hilfreich fur den Nachvollzug und far die Dokumentation von Lésungsprozessen
ware eine Ruckblende-Option; fur die Selbstkorrektur eine Undo-Option in die Tiefe.
Die Autoren des Programms sind bestrebt, SCHNITTE konzeptionell weiter-
zuentwickeln.

Fig. 2.1.11
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2.2 Didaktische Bewertung und Einordnung des Programms
SCHNITTE

Die herkémmiiche Lernumgebung fur die Raumgeometrie, die unter anderem
bestimmt ist vom Anfertigen und Verwenden von Zeichnungen auf Papier und von
materialen Modellen (Kanten-, Flachen- und Vollkérpermodellen), wird erganzt durch
ein Computerwerkzeug wie das Programm SCHNITTE. (vgl. Diagramm 2.2.1)

Kérper als
materiales Modell

Material Kérpernetz-Ausdruck
Konstruieren Auffalten
Messen Kérperdatel
Berechnen Erzeugen
Zeichnen

Koérperdatei
Erzeugen

Orperdarstellung
Ausdrucken

Kérperdarstellung

Kaérper in
auf Zeichenpapier

Bildschirmdarstellung

Darstellung Variieren, ...
Schnitte Konstruieren,
Variieren u. Ausfuhren

'Diagramm 221

Der Darstellungswechsel von der Bildschirmdarstellung zur Papier- oder Folien-
zeichnung wird durch das Ausdrucken von Korperdarstellungen mit oder ohne
Schnittfiache bzw. von Schnittkérperdarstellungen etwa zum Zwecke der Dokumen-
tation (z.B. als Ergebnissicherung) und der Kommunikation nach dem Ausschalten
des Computers durchgefohrt (vgl. Diagramm 2.2.1 dicker Pfeil waagrecht). Der
Wechsel von der Bildschirmdarstellung zu den dreidimensionalen Modellen
geschieht durch das Ausdrucken und anschlieBendem Auffalten von Kérpernetzen,
die mit der Ausfaltautomatik von SCHNITTE gewonnen werden (vgl. Diagramm 2.2.1
dicker Pfeil schrag). Das Flachenmodell erméglicht nun, taktile Erfahrungen zu
machen usw.
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Das Programm SCHNITTE als Visualisierungsinstrument

'Kérper in Darstellung
'Kérper Laden A r bearbeiten o0 Darstellung
. i — Bildschirm- MO '
in Datei darstelilung  (Drehen-, des 'Kérpers
Skalieren;
Zentral, parallel
Projizieren;

Anefaltan 1\
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Der Ubergang von der Modell- und Zeichenblattdarstellung zur Bildschirm-
darstellung wird durch das Kodieren der dreidimensionalen Eckpunktkoordinaten
des Korpers geleistet. Dem missen im allgemeinen entsprechende Messungen bzw.
Berechnungen vorausgehen. Nach der Implementation der Eckpunktkoordinaten
sind vom Benutzer interaktiv die Kantenverbindungen der Eckpunkte zu
konstruieren; das Ergebnis wird als Kérperdatei abgespeichert (Kérperdateien
Erzeugen). Diese Ubergénge sind aus der Sicht des Sekundarstufen-Niveaus
problematisch, weil die Berechnungen der Eckpunktkoordinaten nicht immer einfach
sind und das dreidimensionale Koordinatensystem nicht als bekannt vorausgesetzt
werden kann; auRerdem kann das computergestitzte Erzeugen eines Kanten-
modells sehr zeitaufwendig sein. (In diesem Zusammenhang ist zu diskutieren, ob
nicht das dreidimensionale Koordinatensystem bereits auf der Sekundarstufe | ein-
gefuhrt werden konnte, es stiinde dann auch fir die computerunterstiitzte Darstel-
lung von Funktionen zwei reelle Variablen zur Verfigung). Diese Probleme kénnen
vorerst umgangen werden, indem man den Schulern Basispolyeder als Kérper-
dateien zur Verfigung stellt. Die Auswahl von Basispolyedern kann sich nach der zu
behandeinden Thematik richten. Zusammen mit der Bearbeitung der Menls (vgl.
Abschnitt 2.1.1) ergeben sich entsprechende Moglichkeiten der Gestaltung von
Lernumgebungen.

Das Programm SCHNITTE fur sich kann - wie wir zum Teil schon im Abschnitt 2.1
gesehen haben - auf drei Weisen benutzt werden:

Erstens als Visualisierungswerkzeug (Diagramm 2.2.2 a), um ein Polyeder nach
Projektionsart, nach Modellart, nach Lage und Gréfie verschieden darzustellen - als
Voraussetzung fur ein visuelles Kennenlernen des Kérpers und seiner
Eigenschaften.

Die Visualisierungsfunktion dient auch der dynamischen Verlagerung von Schnitt-
flachen wie paralleles Verschieben (Fig. 2.2.1) oder Drehen (Fig. 2.2.2). - Der Leser
maége selbst die Folge der Schnittflachen analysieren.

Durch das Auseinanderfalten eines komplexen Kérpers in eines seiner Netze (Fig.
2.2.3) werden die Formen seiner Seitenflachen dargestellt die Flachenanzahli ist
nun besonders leicht zu ermittein.

Die Darstellung der Form der Schnittflache und die Darstellung der Schnittlinien in
einem Kérpernetz kdnnen auch zu den Visualisierungsfunktionen gezahlt werden.

Zweitens als Informationssystem, um besondere Klassen von Polyedern, z.B. die
Platonischen Kérper, die Deltoeder usw. kennenzulernen.

Drittens als Konstruktionswerkzeug (Schema 2.1.2 b), um in gebundener oder
beliebiger Weise Schnittebenen festzulegen, und um die Schnitte ausfihren zu
lassen (Fig. 2.2.4 vom lkosaeder zum 10-eckigen Antiprisma; Fig. 2.2.5 vom
lkosaeder zu einem Teilkérper mit einem fast achsensymmetrischen Netz; Fig. 2.2.6

Querschnitt des lkosaeders mit rotationssymmetrischem Netz).
Q
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2.2 Didaktische Bewertung und Einordnung des Programms SCHNITTE

Die konstruierten Schnittkérper kénnen abgespeichert werden; sie erweitern die
Polyedersammiung.

Das Programm SCHNITTE kann als Konstruktionswerkzeug auch das Lésen von
konstruktiven Schnittaufgaben und die Kontrolle der Lésung solcher Aufgaben
unterstitzen. Das soll an folgenden zwei Beispielen verdeutficht werden (Weitere
Beispiele kénnen dem Abschnitt 2.4 entnommen werden.)

Beispiel 1: Beliebte Aufgaben zum Training der Raumvorstellung sind von der Art
wie die in der Figur 2.2.7 a und in Figur 2.2.7 b gezeigten: Gegeben ist ein Kérper
mit einem Schnitt und ein Netz des Kérpers; gesucht sind die Schnittlinien im Netz. -
Gegeben ist ein Netz mit eingezeichneten Schnittlinien und der entsprechende
Korper; gesucht ist der Schnitt am Kérper (Umkehraufgabe). - Der Schiiler hat keine
konkreten Hilfen zum Lésen der Aufgaben, es sei denn, ein Kérpernetz in materialer
Darstellung stiinde zur Verfiugung. Die Erfolgsméglichkeiten sind gering, wenn ein
entsprechendes Raumvorstetlungsvermégen nicht entwickelt ist.

Mit dem Programm SCHNITTE kénnen beide Aufgaben gelést oder ihre Lésungen
vom Schuler kontrolliert werden. Es lassen sich Erfahrungen sammeln, die beim
Losen solcher Aufgaben das Computerwerkzeug Uberflussig machen. Die Figur
2.2.8 a zeigt Losungen der ersten Aufgabe und die Figur 2.2.8 b die Lésung der
Umkehraufgabe (zweite Aufgabe), - die Umkehraufgabe wird gelést, indem man
einen vermutlich richtigen Schnitt in den Kérper legt und dann mit der Netzautomatik
Uberprift, ob die Vermutung richtig ist.

Beispiel 2: Bei Berechnungsaufgaben oder Begriffsbildungsaufgaben, etwa bei
Berechnungen an Pyramiden (vgl. Fig. 2.2.9 sechsseitige Pyramide mit regel-
maBiger Grundfi&che), bendtigt man Kérperschnitte, z.B. Langs- oder Achsen-
schnitte (vgl. Fig. 2.2.10 a/b) oder Querschnitte (vgl. Fig. 2.2.11 a/b, Stumpfen einer
Pyramide) usw.

Anmerkung 1: Das Lésen von Schnittaufgaben, in denen Winkel, Langen, Flachen
oder Volumina berechnet werden sollen, wird nur teilweise unterstitzt. Dazu fehien
entsprechende Berechnungsautomatiken wie sie in 3-D-CAD Systemen imple-
mentiert sind (vgl. Kapitel 3). SCHNITTE kann beim Lésen solcher speziellen
Berechnungsaufgaben lediglich helfen, die Aufgabenstellung durch Visualisierungen
zu verstehen (vgl. Abschnitt 1.6).

Anmerkung 2: Es ist denkbar, die mit dem Schnittwerkzeug erzielten und
ausgedruckten Ergebnisse zeichnerisch- konstruktiv zu erganzen, um zB. die
Brlcke von der computererzeugten zur traditionell hergesteliten Schnittdarstellung
auf Papier zu schlagen. Wir verdeutlichen das am Beispiel der Findung der Spur-
geraden eines Schnitts an einer 5-seitigen Saule (Fig. 2.2.12 a). Die Bleistift-
Verlangerungen der Grundkanten schneiden sich mit den Verlangerungen
entsprechender Schnittlinien in Punkten, die kollinear sind (Fig. 2.2.12 b). - Bei
Nutzung eines universellen raumgeometrischen Werkzeugs ware ein solicher
Medienwechsel nicht notwendig (vgl. Kapitel 3).
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2.2 Didaktische Bewertung und Einordnung des Programms SCHNITTE

In der alten Lernumgebung kénnte eine Schnittkérperbildung allenfalls wie in Figur
2.2.13 a angedeutet ablaufen:

Auf einem Flachenmodell, im Beispiel des eines Wirfels, werden Schnittlinien
eingezeichnet, nach dem Ausfalten in ein Netz wird mittels Schere der Schnitt aus-
gefuhrt, aber nach dem Auffalten fehit die Abdeckelung zu einem Schnittkérper. Das
Veranschaulichen eines Polyederschnitts durch Aufstilpen einer Schablone oder
durch Aufziehen eines Gummirings stutzt zwar die Vorstellung, hat aber keine
funktionelle Wirkung (vgl. Fig. 2.2.13 b). Der Nachteil dieser Technik - andere
Techniken, wie das Zerschneiden von Styropor - oder anderen Vollkérpermodelien,
sind wohl kaum von unterrichtspraktischer Bedeutung - liegt auf der Hand: Eine
echte Schnittoperation ist nicht durchfithrbar, Beschrankung auf wenige einfache
Korper, groRer Zeit- und Materialaufwand, keine dynamischen Verlagerungs-
méglichkeiten des Schnitts, 'Versuch und Irrtum’-Methode ist kaum realisierbar, da
die Selbstkorrektur behindert, divergentes Denken wird nicht unterstiitzt. Vorteilhaft
ist ohne Zweifel die ganzheitliche Tatigkeit im Verbund mit den Tatigkeiten von
‘Hand, Auge und Kopf'. Von daher ist es angezeigt die Bildschirmdarstellung fir die
Behandiung raumgeometrischer Themen nicht isoliert von den anderen taktil
orientierten Darstellungen einzusetzen (vgl. Diagramm 2.2.1).

Fig.2.2.13a/b

Wir schlieen diesen Abschnitt mit der Angabe einiger kognitiver Lernziele aus dem
Bereich der Formenkunde und Konstruktionslehre, deren Verwirklichung vom
Programm SCHNITTE unterstitzt werden kann. (Auf Ziele, die die Programm-
beherrschung anlangen, gehen wir hier nicht ein.)
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Lernziele, die die Nutzung als Visualisierungswerkzeug und
Informationssystem betreffen:

- Korperdarstellungen 'lesen' (auch plan wirkende Darstellungen raumlich inter-
pretieren - der Leser moge z.B. die Darstellungen in Figur 2.2.14 raumlich
interpretieren)

- (Schnitt-)Kérper beschreiben (auch unter Benutzung von Kérpernetzen und den
aus diesen gebauten Flachenmodelien) nach
der Anzahl von Ecken, Flachen und Kanten (Anzahlbeziehung: Eulerscher
Polyedersatz),
der Art der Ecken und der Beziehung zwischen den Ecken,
der Art der Flachen und der Beziehung zwischen den Flachen,
der Beziehung zwischen den Ecken und Fléchen.

- Kérper unabhangig von ihrer Lage und GréRe als formgleich erkennen.

- Ubereinstimmende Eigenschaften (z.B. Bauprinzipien) an verschiedenen
Kérpern erkennen.

- Schnittflacheneigenschaften untersuchen (Form von Schnittflachen beschreiben.

Entscheiden, ob vorgegebene Form als Schnittflache méglich. Maximale Ecken-
anzahl von Schnittflachen herausfinden, ....)

Lemnziele, die die Nutzung als Konstruktionswerkzeug betreffen:
- Schnittflachen nach der eigenen Phantasie und nach Vorgaben konstruieren.
- Schnittkérper nach der eigenen Phantasie und nach Vorgaben konstruieren.

- Ergebnisse von Schnittoperationen vorhersehen (Kopfgeometrie: Schnitt in der
Vorstellung positionieren, Schnitt in der Vorstellung ausfihren).

- in der antizipierenden Vorstellung gemachte Schnittoperationen durch
Konstruktion Gberprifen.

- Ergebnisse von Schnittoperationen durch Handskizzen fixieren.

- Flachenmodelle aus den (ausgedruckten) Netzen bauen.

Es ist selbstverstandlich, da allgemeine Lernziele fur den Mathematikunterricht,
wie die etwa von Winter (vgl. u.a., Wittmann 1976, S. 37-38), bei der computer-
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untersttzten Behandlung von Polyederschnitten realisiert werden kénnen: Von den
anzustrebenden aligemeinen Haltungen und Fahigkeiten heben wir hier hervor: Der

werden:; Klassifizieren, Ordnen, Generalisieren/SpeziaIisieren, Analogisieren. -
DarGber hinaus wird die dynamische RaumvorstelIungsféhigkeit trainiert (vgl.
Abschnitt 1.1).

Fig. 2.2.14
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2.3 Verlauf und Ergebnisse eines Unterrichtsversuchs mit dem
Programm SCHNITTE

In einer 6-stindigen Unterrichtseinheit & 3 Doppelstunden wurde eine erste Erpro-
bung des Programms SCHNITTE durchgefihrt. Fur 26 Schiller einer 9. Realschul-
klasse standen idealerweise 15 Computer zur Verfugung, so daRl zwei Schiler an
einem Arbeitsplatz zusammen arbeiten konnten. - Mit Ausnahme von geometrischen
Berechnungen an speziellen Schnittkdrpern gibt es keine explizite Beziehung dieser
Unterrichtseinheit zum Regelunterricht gemaf des Lehrplans.

Gliederung der Unterrichtseinheit:

(1) Das Programm SCHNITTE als Visualisierungswerkzeug und
Informationssystem benutzen, um die Platonischen Korper kennenzuiernen

Kérperdateien: PLATON1 (Tetraeder), PLATON2 (Wiirfel),
PLATONS (Oktaeder), PLATON4 (Dodekaeder),
PLATONS (lkosaeder), WUERFEL1

Optionen; '‘Kérper - Laden'’
'Ansicht - Drehen'
'‘Ansicht - GréRe'
'Ansicht - Parallel'
'Ansicht - Kérpernetz'

Zeit: 2h, Hausaufgabe: Aus den restlichen Papiernetzen die Kérper auffalten.
Tabelle fr Ecken-, Kanten- und Flachenanzahl sowie flr Flachen- und
Eckenart ausfullen.

(2) Das Programm SCHNITTE als Konstruktionswerkzeug benutzen, um Schnitte
des Wurfels und Schnittkdrper aus dem Wirfel zu erzeugen.

Kérperdatei: WUERFEL1 (Wiurfel mit Dreiecksschnitt)
Optionen: ‘Kérper - Laden’

'Schnitt - Erzeugen'

‘Schnitt - Bewegen'

‘Schnitt - Form'

'Schnitt - Léschen'

'Schnitt - Ausflhren'

'Ansicht - Drehen'’

'‘Ansicht - Kérpernetz'

Zeit: 4h, Hausaufgabe: Arbeitsblatter fertig bearbeiten, Phasenbilder zeichnen,
Papiernetze von Schnittkérpern auffalten und beschreiben.

64



2.3 Verlauf und Ergebnisse eines Unterrichtsversuchs

65



2 Menugesteuertes Erzeugen und Darstellen von Polyederschnitten

Wir gehen hier nur kurz auf den Verlauf der ersten Doppelstunde ein und be-
schreiben dann ausfahrlicher den Einsatz von SCHNITTE als Konstruktions-
werkzeug.

2.3.1Die Platonischen Koérper kennenlernen

Der Lehrer informiert Uber die Zielsetzung der Stunde: Wir wollen mit Hilfe des
Computers eine besondere Sorte von Kérpern kenneniernen. - Er demonstriert das
Laden des Programms SCHNITTE, das Laden eines der Kérper, z.B. des Ikosaeders
(PLATONS), das Drehen, Vergréiern und Verkleinern usw. sowie das Entfalten in
ein Korpernetz und das Ausdrucken. (Werkzeugnutzung imitativ lernen !)

Der Lehrer gibt nun schriftiich die folgende Arbeitsanweisung: Ladet nacheinander
die Kérper PLATON1 - 5. Betrachtet die Kérper mit den Optionen des MenUs
'Ansicht’. Entfaltet die Kérper zu einem Kaérpernetz (unter ‘Ansicht’) druckt diese aus
und faltet auf. Beschreibt die Kérper ...

Zur Selbstkontrolle der Arbeit und zum Eintragen der Koérpernamen halt er ein Blait
wie in Figur 2.3.1 bereit; auRerdem eine Tabelle fur die quantitative Beschreibung

der Kérper. Die Schiler/Schilerinnen werden ermutigt, mehr als ein Netz desselben
Kérpers zu erzeugen (z.B. wie in Figur 2.3.2).

Fig. 2.3.2
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Der Lehrer demonstriert Korper, die ebenfalls lauter kongruente regelmaRige Seiten-
flachen besitzen, aber verschiedenartige Ecken (z.B. die 3-seitige Doppelpyramide),
oder ebenfalls lauter gleichartige (kongruente) Ecken besitzen, aber deren regeima-
Rige Seitenflachen verschiedenartig sind (z.B. das Kuboktaeder). Damit wird die
Begriffsbildung initiiert: Die Platonischen Kérper sind Kérper aus jeweils kongruen-
ten regeimaRigen Seitenflachen und kongruenten Ecken. Es wird kurz iber die Ge-
schichte dieser Kérper berichtet. (Eine Begrindung dafir, das es nicht mehr kon-
vexe reguléare Polyeder als die funf Platonischen Korper geben kann und die Erdrte-
rung anderer Fragen, z.B. der Dualitat, mufiten hier wegen Zeitmangels unterblei-
ben.)

Einige Beobachtungen: Die Schaler und Schulerinnen haben beim Arbeiten mit den
Kérpern keine Wahrnehmungsprobleme: sie interpretieren die Kérperschragbilder
richtig. - Zu den Anzahlbestimmungen, vor allem der Flachen, lassen sie auch
Kérpernetze bilden. - Das verkleinernde bzw. vergréfRernde Skalieren verwenden sie
zu einem Partner-Ratespiel: Welchen Kérper habe ich zu einem Punkt schrumpfen
lassen ? Welchen Kérper habe ich 'bis zum geht nicht mehr' vergréRert ? - Die
Anzahitabellen sind auf wenige Zahifehler richtig ausgefullt. - Die aufgefalteten und
zusammengeklebten Kérper werden von den meisten Schillern in einer Schachtel
transportiert und aufbewahrt.

2.3.2Wiirfelschnitte erzeugen

Der Lehrer geht vom alltaglichen Erfahrungswissen der Schiiler aus - als Anfangs-
motivation kann die Figur 2.3.3 dienen: "Ihr kénnt Brot, Kuchen, Wurst, Margarine-
wirfel zerschneiden oder Gegenstande aus Holz, z.B. einen Holzbalken, zersagen.
Wie sieht so ein Messer- oder Sageschnitt aus ? - Geht das auch mit den Kérpern,
die wir kennengelernt haben ?" In einem ersten Lehrer-Schulergesprach wird
geklart, daB es sich - meistens - um ebene Schnitte handelt, die man dem Messer
oder mit der Sage fihrt, daR die Form der Schnittflache (nicht immer) vom Gegen-
stand abhéngig ist und daR man durch einen Schnitt meistens zwei Teile erhalt. -
Der Lehrer ladt einen Warfel und demonstriert an diesem, wie mit der Option 'Schnitt
- Erzeugen' ein ebener Schnitt durch den Koérper gelegt wird (Warum bendtigt man
daftr 3 Punkte ?); er variiert mit der Option 'Schnitt - Bewegen' die Lage des
Schnittes, zeigt die Gestalt des Schnittes mit der Option 'Schnitt - Form' und 140t den
Korper langs des Schnitts mit 'Schnitt - Ausfuhren' zerlegen; nach Auswahl eines der
Schnittkérper lat er diesen in ein Netz verebnen.
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2 Menugesteuertes Erzeugen und Darstellen von Polyederschnitten

Das Schnitt - Menii

Schnitt - Léschen Der Kérperschnitt wird geldscht.

Schnitt - Erzeugen Es mussen drei neue Punkte auf Kanten angegeben
werden, um die Lage des neuen Korperschnitts zu
bestimmen.

Schnitt - Bewegen Der aktuelle Koérperschnitt kann vorwarts und rickwarts

bewegt werden. Der Korperschnitt kann um die drei
Raumachsen gedreht werden.

Schnitt - Form Dieser Befeh!l zeigt die wahre Form des Schnitts an.

Diese Form kann bewegt werden.

Schnitt - Ausfiihren Der Korper wird in zwei Teile zerlegt. Nun kann der

1)

2)

3)

4)

5)

6)

(33

-Um welche Art von Dreieck handelt es sich ?

Kérper, mit dem weitergearbeitet werden soll, ausgewanhit
werden.

Aufgabenblatt
‘Schnittflachen’

Lade den Korper WUERFEL1. Du erhdltst den Wiurfel mit einem
eingezeichneten Schnitt.

Unter dem Men( 'Schnitt' findest Du
die Option 'Form'. Wenn Du diese
Option ausfuhren laRt, kannst Du auf
der rechten Bildschirmhalfte die
wahre Form des Schnittes sehen.

Wabhle die Option 'Schnitt - Bewegen’
und verandere die Lage des Schnitts
so lange, bis Du die Schnittfliche
erhaltst, wie sie rechts abgebildet ist.

/

|

1"

ul||IlIllllllm"”m”“" ’

\/ ,””

Kannst Du schon vorhersagen, was geschehen wird, wenn Du die Schnitt-
flache nur noch ein wenig weiter nach hinten drehst ?

T

Warum ist dieses Dreieck gleichseitig ?
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7

8)

9)

10)

11)

Kontrolliere Deine Vorhersage mit dem Computer. Mit der Option 'Schnitt -
Erzeugen' kannst Du ein eigene Schnittflache konstruieren lassen. Dazu
muft Du nur drei Punkte auf den Kanten angeben und schon wird eine neue
Schnittflache durch diese drei Punkte eingezeichnet.

Benutze den Befeh! ‘Schnitt -
Erzeugen', um eine Schnittfiache, wie
sie rechts abgebildet ist, zu erhalten.
Bekommst Du immer nur Dreiecke,
wenn Du diese Schnittflache parallel
verschiebst ?

Versuche mit 'Schnitt - Bewegen' andere Schnittflachen als nur Dreiecke zu
erhalten. Du hast nun schon einige verschiedene Schnittformen entdeckt.
Was ist alles méglich ? Ein Fanfeck, ein Sechseck, ein Achteck, ein
Parallelogramm ... ?

Zeichne in den hier abgebildeten h

Wirfel eine Schnittflache ein,

bei der es sich nicht um ein
Dreieck handein darf.

Zeichne verschiedene Schnittformen in die Wirfel ein, die Du gefunden
hast.
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Ebene Schnitte des Wiirfels

Senkrecht zu einer Seitenfliche

Besondere Schnitte:

- parallel zu einer - durch eine Kante - parallel zu einer ...
Seitenflache Flachendiagonale
(Scheiben-Abschneiden) (Kanten-Abschneiden)
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Nicht senkrecht zu einer Seitenfliiche
Besondere Schnitte:
- parallel zu einem Dreieck - gedreht um eine Achse

aus Flachendiagonalen
(Ecken-Abschneiden)

Fig. 2.3.5
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Die Schuler erhalten eine Ubersicht Gber das MenU 'Schnitt’ mit Erklarungen
zusammen mit dem Aufgabenblatt "Schnittflachen” (vgl. S. 68/ 69), das sie nach dem
Laden des Korpers WUERFEL1 bearbeiten (Partnerarbeit am Computer).

Die Schuler werden aufgefordert, ihre Ergebnisse auch auszudrucken und abzu-
speichern. Die verschiedenen, mit Kommentaren versehenen Ausdrucke der ebenen
Schnitte am Wourfel solilen in einer Wandzeitung dokumentiert werden. In
vorgegebenen Winrfelschragbildern sind die Phasen der Parallelverschiebung eines
Schnittes zu protokollieren (ein Ergebnis in Fig. 2.3.4).

Als Hausaufgabe sind in die Schragbilder der Wurfel die Schnitte nach
systematischen Gesichtspunkten einzuzeichnen (vgl. Fig. 2.3.5: Arbeitsblatt mit
Ldsungen).

Einige Beobachtungen: Die zeitaufwendige Besprechung der vielfdltigen Schiler-
ergebnisse bringt u.a. zutage, dafi einige Schulerinnen Probleme mit der metrischen
Interpretation der Schragbilddarsteliung von Schnitten haben. So lesen sie z.B. den
Rechteckschnitt in Figur 2.3.6 als (nicht rechteckiges) Parallelogramm.

Fig. 2.3.6 Fig. 2.3.7

Die Benutzung der Option 'Schnitt - Form' und das Abwickeln eines der Schnitt-
kérper kann solche Fehlinterpretationen verbessern helfen. Von einigen Schulern
werden viereckige Schnittflachen, wie in Figur 2.3.7, eingezeichnet. Es falit ihnen
anfanglich schwer, diese als nicht eben zu erkennen. Folgendes Argument ist den
Schilerinnen und Schulern einsichtig: Eine entsprechende Ebene mufite mit zwei
parallelen Wirfelseiten immer zwei parallele Schnittlinien haben ...
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2.3 Verlauf und Ergebnisse eines Unterrichtsversuchs

Die Gleichseitigkeit des maximalen Schnittdreiecks wird richtig begriindet. Es wird
auch eingesehen, daR es keine rechtwinkligen und keine stumpfwinkligen Dreiecke
ais Schnittformen am Wurfel geben kann.

Von den Schiilern werden insgesamt die Viereckformen Quadrat, Raute, Rechteck,
Paralielogramm, gleichschenkliges Trapez und Trapez als Schnittflachen erzeugt.
Es werden richtige Begrundungen dafir gegeben, daR ein echter Drachen, und
aligemeiner ein Viereck ohne paralleles Gegenseitenpaar als Schnittform nicht
hergestelit werden kann. Auch unregelméRige Fuinfecke und Sechsecke werden als
Schnittflachen gefunden; die Schuiler erkennen, daR bei den Funfecken immer 2 x 2
Seiten und bei den Sechsecken immer 2 x 3 Seiten parallel sein miissen usw. Das
regelmaBige Sechseck erhalten sie als Zwischenlage beim Parallelverschieben
eines regelmaRigen Dreieckschnitts. - Die Begrindung fur die maximale Anzahi der
Seiten bzw. Ecken der Schnittflache wird richtig angegeben und die entsprechende
Aussage veraligemeinert: Ein 'Koérper' mit n Seitenfiachen kann als Schnittflache ein
Vieleck mit héchstens n Seiten bzw. n Ecken besitzen. Als konvexes Vielflach mit
Schnittvielecken von maximaler Eckenanzahl geben die Schuler die n-seitige
Pyramide an. (Es erhebt sich folgendes noch ungeldstes (?) Problem: Zu welchen
Typen konvexer Polyeder existieren Schnittpolygone mit derselben Anzahl von
Seiten wie die Flachenanzahl des Polyeders ?)

Die dritte Doppelstunde ist der freien Erzeugung von Schnittkérpern gewidmet.
Zuerst werden Schnittkérper des Warfels durch einen Schnitt hergestellt und dann
Schnittkérper von Schnittkrpern usw. (Die Lage der Punkte, die eine Schnittebene
bestimmen, bleibt nach Voreinstellung auf Kanten eingeschrénkt.)

Lehrer: Legt nach einen Schnitt nach eurer Wahl in den Wurfel, laRt den Waurfel
langs dieses Schnittes zerschneiden, wahit einen der Schnittkdrper aus, speichert
diesen ab, lat von diesem ein Netz bilden, druckt dieses aus und faltet es auf.

Die Figur 2.3.8 zeigt eine Schalerlosung mit einer funfeckigen Schnittflache. Die
iterierte Schnittkérperbildung wird durch Folien folgenden Inhalts angeregt: Vom
Wirfel zum abgestumpften Wiirfel und zum Kuboktaeder (Fig. 2.3.9). Vom Wiirfel
zum Pyramidenstumpf und zur Pyramide (Fig. 2.3.10). Vom Wurfel zum regel-
méBigen Tetraeder (Fig. 2.3.11). Vom Wiirfel zum achtseitigen Prisma (ohne Abbil-
dung). usw.

Einige Beobachtungen: Einige Jungen produzieren aus dem Wirfel z. T. ganz ‘wilde'
Schnittkérper (vgl. z.B. Fig. 2.3.12 mit Netz) durch wiederhoite Schnittkérperbildung,
wahrend sich die Madchen mehr an die Vorlagen zur iterierten Schnittkdrperbildung
halten.
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Fig. 2.3.8
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—

Fig. 2.3.12

2.3.3Schillermeinungen zur Benutzung von SCHNITTE

Am Ende der 6-stiindigen Unterrichtseinheit wurden den Schilern und Schilerinnen
einige sehr allgemeine Bewertungsfragen vorgelegt, deren Bearbeitung freiwillig
war. Die Schiler und Schulerinnen sollten ihre Antworten begrinden.

Wir geben hier nur die aufschiulreichen Antworten auf die erste und zweite Frage
wieder, die flr sich selbst sprechen.

Frage 1: Wie hat Dir das Computerprogramm SCHNITTE gefalien ?

Antworten der Jungen zu Frage 1:

Es hat mir gut gefallen, weil es Unterricht mit etwas neuem ist (Computer). Doch ich
kénnte mir vorstellen, daR dieser Unterricht genauso langweilig wird, wie der

"Normale", wenn man damit immer arbeiten wirde.

Es war schén und interessant, es war mal etwas ganz anderes als normaler
Unterricht.

Es hat mir gut gefallen, weil es so vielseitig war.

Sehr gut, weil man viel neues gelernt hat, (iber das man vorher nichts wulite.
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Dieses Computerprogramm hat mir gut gefallen, da es 1. eine Bereicherung des
Mathematikunterrichts ist und 2. sehr lehrreich vielleicht im spéteren Berufsleben.

Das Computerprogramm "SCHNITTE" gefalit mir sehr gut, weil es der Vorstellung
von Kérpern hilft.

Gut, denn man kann es verstehen lernen, mit den Wiirfeln.

Das Programm hat mir gut gefallen, da dadurch das rédumliche Vorstellungs-
vermégen verbessert wird.

Ja, es macht Spafl damit herumzuexperimentieren.

Antworten der Médchen zu Frage 1:

Gut, weil es interessant war, da viele noch keine Ahnung von solchen Kérpern
hatten.

Gut, man konnte viele verschiedene Sachen machen, die man zeichnerisch nie
hinbekommen hétte !

Also, mir hat das Computerprogramm "SCHNITTE" gut gefallen, 1., hat man mehr
Erfahrung bekommen, 2., man kann mit dem Computer besser arbeiten, denn wenn
man das alles auf Papier gemacht hétte, dann hétte man die ganze Zeit radieren
missen. Man kommt mit dem Computer besser zurecht.

Das Programm hat mir gut gefallen. Es hat mit dem Computer sehr Spa8 gemacht.
Die Zusammenarbeit mit einem Partner z.B.

Nicht so gut, weil man nicht so die richtige Hilfe bekommen hat. Der Lehrer kann sich
Jja leider nicht teilen. Ich wiirde es auch nicht weiterempfehlen.

Gut. Ich konnte mir vieles besser vorstellen.
Auffallig ist, daR die schoner als die Buben schreibenden Madchen in ihren

Begrindungen auch soziale Aspekte anfuhren: Zusammenarbeit, mangeinde
Unterstitzung durch den Lehrer, Verhaltnis zum Computer.

Frage 2: Bist Du der Meinung, daR sich Dein raumliches Vorsteliungsvermégen
durch das Arbeiten mit dem Computerprogramm SCHNITTE veréandert
hat ?

7
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Antworten der Jungen zu Frage 2:

Glaube ich nicht, denn ich hatte davor schon ein gutes rdumiiches Vorstellungs-
vermoégen.

Auf jeden Fall. Man konnte die Korper, die man sich sonst nur vorstellen muBte,
sehen.

Ich glaube nicht sehr groR ...

Ja. Ich kann mir eben einen Korper, den ich nicht in der Hand halte, besser
vorstellen.

Ja, mein Vorstellungsvermogen hat sich gebessert.
Ja, ein biBchen.
Ja, es hat sich verbessert.

Nicht viel.

Antworten der Midchen zu Frage 2:

Um ehrlich zu sein, da mein raumliches Vorstellungsvermégen nie besonders gut
war, habe ich nicht so viel Spal3 daran gehabt.

Das réumliche Vorstellungsvermoégen hat sich schon verandert und gebessert.
Ja, es ging auf jeden Fall besser als sonst.

Ja, ich kann mir's besser vorstellen.

Ja, ich kann er mir jetzt besser vorstellen.

Auf jeden Fall ! Man hat sich die Kérper und Fldchen ganz anders vorstellen
mussen als im Alltag.

Ich glaube schon.
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Es fallt auf, daR die Méadchen, mit Ausnahme eines, bei der Selbsteinschatzung
ihres Raumvorstellungsvermégens glauben, eine Verbesserung feststellen zu
kénnen, was bei den Jungen nicht der Fall ist. - Es erhebt sich in diesem
Zusammenhang foigende

aligemeine Forschungsfrage:

Kann durch die Benutzung 3-dimensionaler geometriehaltiger Grafiksoftware
das Raumvorstellungsvermégen verbessert werden ?

Operationalisiertere Fragen:;

- Welche Art von Raumvorsteilung wird méglicherweise verbessert ?

- Wie hangt eine mégliche Verbesserung der Raumvorstellung von der Dauer
der Software-Nutzung ab ?

- Ist eine mégliche Verbesserung der Raumvorsteliung graduell vom Alter der
Probanden abhangig ?

- Hangt eine mogliche Verbesserung von der Software-Art (z.B. Toy, Tutor,
Tool, Tutee) ab ?

- Gibt es geschlechtsspezifische Unterschiede in den moglichen
Trainingseffekten ?

Die Frage 3: Hat sich durch Deine Arbeit mit dem Programm SCHNITTE Dein
Verhaltnis zum Computer verandert ? beantworteten etwas mehr als die Halfte der
Schiler und Schulerinnen positiv; ca. 10% steliten eine negative Veranderung fest,
die restlichen bemerkten keine Verénderung.

2.3.4Protokoll eines Problemlésungsprozesses (Interview)

Um in Erfahrung zu bringen, wie ein Schiiler (S) eine Schnittaufgabe am Wurfe! mit
Unterstitzung des Werkzeugs SCHNITTE bei lenkenden und maeutischen
Interventionen des Autors (L) I6st, wurde eine 45-mindtige Sitzung am Computer
protokolliert.

Vor dieser Sitzung erhielt der Schiller Siegfried eine 20-minatige Einfihrung in die
Benutzung der Optionen des Menis 'Schnitt’ am Beispiel eines Tetraeders. - Der
Neuntklassler Siegfried ist 15 Jahre alt und ein guter Mathematikschiler, der
Mathematik, insbesondere Geometrie, mag. Siegfried wurde angehalten laut zu
denken. (Was sich leicht fordern laRt, aber schwer auszufhren, wenn man es nicht
gewohnt ist 1)

Wir geben im folgenden wichtige Phasen des Lésungsprozesses wieder und
kommentieren diese.
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S:  Ein Wurfel wird mit einer Ebene geschnitten, welche Formen von Schnitt-
flachen konnen dabei entstehen. Finde alle Formen heraus !

(Das Programm SCHNITTE ist geladen und auf dem Grafikfeld ist ein Warfel in

Parallelprojektion zu sehen; die Aufgabe wird von einem Blatt abgelesen.)

L: Siegfried, Du hast kennengelernt, wie mit dem Menu 'Schnitt' eine dreiseitige
Pyramide bearbeitet werden kann. Jetzt sollst Du das Werkzeug benutzen,
um diese Aufgabe zu l6sen. - Hast Du noch Fragen zur Aufgabe ?

S:  Nein, denk' nicht.

L: Kannst Du die Aufgabe mit eigenen Worten wiedergeben ? ...

S:  Ja, also ich soll jetzt ein Wiirfel wird ... wird also geschnitten, und ich soll jetzt
herausfinden, was fur Flachen man jetzt da schneiden kann.

L: Gut also ...

S:  Also, Befeh! 'Erzeugen’ oder wie sagt man dazu ? ..
ich geb' jetzt drei Punkt an in dem Warfel, das gibt dann die Schnittfiéche.

(S wahit die Option 'Erzeugen’ und positioniert richtig drei Punkte auf Waurfel-

kanten.)

OK, Jetzt kann ich die Flache auch bewegen, also im Moment haben wirn
Rechteck, Fanfeck.

(S wahlt die Option ‘Bewegen'’ und 1ait den Schnitt drehen.)

Na, ich versuch' jetzt da verschiedene Formen herauszubringen; ich mécht
jetzt auch auf ein Sechseck kommen.

L: Wieso auf ein Sechseck 7

S: Na, die Frage lautet 'verschiedene Formen', Fanfeck hab' ich gehabt, Viereck,
im Moment hab' ich ... sechs Ecken.

(S bewegt die Schnittfi&che.)

L: Ah! Ja, toll | Kann es denn mehr als sechs Ecken geben ?

S: Mehr ? Auf allen Ebenen jetzt irgendwie. Tja - Ich versuch' jetzt auf sieben
Ecken zu kommen.

(S bewegt die Schnittflache erneut, indem er diese dreht und verschiebt.)

L: Wieviel Ecken hat das ?

S:  Funf Ecken, noch drei Ecken, dann kénnt' ich auf acht Ecken kommen.

L:  Auf acht Ecken kommen ?

S Geht das nicht ? Eins, zwo, ... Na wart' mal, das geht irgendwie nicht, eins,

zwo, drei, vier ...

Womit werden denn die Schnittlinien gebildet ?

Schnittlinien ?

Das sind die Linien, in der die Kérperflachen von der Ebene geschnitten

werden.
Also, die werden in den Flachen gebrochen.

Du meinst das Richtige ! ...

Und wieviel Flachen haben wir ? Eins, zwo ... , sechs, also dann sind sechs

Ecken das héchste.

L: Aha! Das ist richtig. Sag's nochmal ausfuhriicher.

roerr

oo
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Ja, ein Waurfel hat nur sechs Flachen, und da die Schnittlinien auf den
Flachen gebrochen werden, kann's héchstens sechs verschiedene Schnitt-
brechungen geben.

Angenommen, wir hatten jetzt einen Kérper mit sieben Seitenflachen. Was
wére dann die maximale Anzahl der Ecken an der Schnittflache ?

Na sieben ! Ein Siebeneck !

Ja ! Kann man das vielleicht ailgemeiner sagen ?

Ja, soviel Flachen wie der Kérper hat, soviel Kanten oder Ecken gibt's dann
hdchstméglich !

Hoéchstméglich, ja, das ist richtig.

Ja gut, bis jetzt haben wir gesehen, dal es 3-Ecke, 4-Ecke, 5-Ecke und 6-
Ecke gibt. Was sagt denn die Aufgabe ?

Finde bitte alle Formen heraus.

Gibt's da noch besondere Formen ? Was gibt's denn fir besondere Formen,
wenn ich die 4-Ecke betrachte ?

Also, ein Quadrat, Rechteck.

Probier mal !

Ich probier’ jetzt mal ein Quadrat hinzubringen.

S dreht die Schnittflache in eine zur Vorderflache des Wirfels paraliele Lage.)

Ja, gut ! Also wann entsteht ein Quadrat ? - Kénntest Du das beschreiben ?
Hm, ja, wenn die, also, wenn die Schnittflaiche parallel zu den Bruchflachen
sind.

Gibt's denn da noch eine andere Méglichkeit, bei der vielleicht auch noch'n
Quadrat entstehen kénnte ?

ich kdnnte es in die ebene Form bringen.

dreht die Schnittflache in eine zur Standfiéche des Wirfels parallele Lage.)

Ist das was Neues ?

Eigentlich nicht.

Gut, ein Quadrat. - Was gibt's denn noch ?
Also auf Vierecke bezogen ? - Na'n Trapez.
Also, das versuchen wir.

Hm, wie leg' ich das hin ?

(S I6scht den aiten Schnitt und positioniert zur neuen Schnittbildung zwei Punkte auf
benachbarten Kanten der Deckflache und einen Punkt auf einer Grundkante.)

»rr
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Ist das ein Trapez ? - Ja, was macht denn ein Trapez aus ?

Ja, dal zwei Kanten parallel zueinander sind, also oben und unten, und die
Seitenflachen sind schrag.

Ist das ein Trapez ?

Das durfte eins sein.

Ja, warum durfte ? Ist es eins oder ist es keins ?

Es ist eins.

Ja, und warum ist es eins ? Kannst Du das begriinden ?

Ja, also Grundseite und Oberseite sind parallel zueinander und die Seiten-
flachen sind mit denen verbunden.

Ja, also warum sind die beiden Seiten parallel ?
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S Hm, das ist eine gute Frage !

L: Hangt das mit der Bauart des Kérpers zusammen ?

S Denk' schon. Also die Ober- und Unterseite des Wirfels sind parallel
zueinander, also sind eben die Linien in denen drinnen auch parallel.

L: Gibt's da'ne Aussage dazu ? Ist das jetzt nur auf Wurfelfldichen beschrankt ?

S:  Also, wenn Flachen zueinander parallel sind, sind eben auch die Schnitt-
flachen zueinander parallel.

L: Ja, kannst Du das vielleicht noch etwas deutlicher sagen, vielleicht in einem
'Wenn-Dann-Satz' ?

S:  Wenn die Flachen eines Koérpers parallel zueinander sind, sind die Schnitt-
linien auch zueinander parallel.

L:  Gut! Jetzt haben wir ein Trapez. Was gibt's denn noch fur andere Viereck-

formen ?

Hm, ... Rechteck haben wir schon, ...

Also, Rechteck, Trapez und das Quadrat haben wir.

Jetzt fehit noch, ... ach, ah der Drachen ! ... Das ist jetzt schon schwieriger.

Hm ... Ich muR mir jetzt Uberlegen, wie ich den jetzt hinleg'. So vielleicht. -

Jetzt hab' ich ihn zwar in der Flache aber nicht im Kérper.

(S léscht den alten Schnitt und positioniert ‘drei Punkte, die wieder einen trapez-

férmigen Schnitt ergeben.)

L: Was ist das wieder fur eine Form ?

S Das ist wieder ein Trapez.

L: Die Frage ist, ob wir Gberhaupt einen Drachen erzeugen kénnen.

S Da bin ich mir nicht sicher | Nein !

wroo

Kommentar: Siegfried ist noch ein instrumentelier Novize, der sich zu Beginn des ca.
15-mindtigen Interviews auf die Optionen 'Erzeugen', 'Bewegen' und 'Ldschen'
beschrénkt. Er kommt nicht auf die ldee, die Option 'Form' zu benutzen, um sich die
wahre Form der Schnitte zeigen zu lassen. Oft beherrscht er nicht die
geometrieinterne Ausdrucksweise, meint aber das Richtige. Mit den entsprechenden
Hilfen und Impulsen findet er zu richtigen Argumentationen und geht so von der
Beschreibung visueller Phanomene zur geometrischen Theoriebildung tber.
Gegenstand des hier nicht dokumentierten Mittelteils des Interviews ist die
Erarbeitung der Viereckformen Parallelogramm, Raute und die Analyse von
Sechseck- und Finfeckformen.

Wir geben noch den ca. 10-minttigen Schlufl des Interviews wieder, der sich mit der
Erarbeitung der Dreiecksformen befafit.

L: Bis jetzt haben wir die Dreiecke aufer acht gelassen. Was fir besondere

Dreiecksformen gibt's denn ?

Erst mal das rechtwinklige Dreieck.

Aha, probier mal !

OK. - Mal schauen, wo wir ein Dreieck hinbringen.

S Iéscht alten Schnitt und beginnt unter ‘Erzeugen’ mit der Eingabe von Punkten.)
Geht das Uberhaupt, daR ich 'nen Wirfel in drei Punkten schneide ?

""'“’
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L:  Ja sicher. Wodurch liegt ein Schnitt ...

S:  Achso, ja OK, jetzt ist es klar, OK.

(S beendet die Bildung der Schnittflache.)

L:  OK! Schauen wir uns die Form an.
Rechter Winkel zu sehen ?

(S wanhit die Option "Form”, um die wahre Gestalt der Schnittflache zu betrachten.)

S:  Nee, also wieder zuriick und bewegen.

(S wahlt wieder 'Bewegen' und veréndert die Lage des Schnittes.)

L:  Na, die Frage ist, wo tritt denn da ein rechter Winkel auf. Wo soll er denn hier
auftreten ?

S:  Hier.

(S deutet auf eine Dreiecksecke auf einer vertikalen Kante.)

L:  Da ? Wo tritt denn da ein rechter Winkel auf ? Wir stellen uns diesen Punkt

mal bewegt vor.

Uns bewegt vorstellen ?

Bist Du also der Meinung, daR da ein rechter Winkel so méglich ist ?

Sicher bin ich mir jetzt nicht mehr.

Warum ?

reroeroe

Ja, denn diese beiden Schnittlinien die bilden einen rechten Winkel, wenn sie
Ubergehen in die Kanten.- Aber was gibt's denn noch fur besondere Drei-
ecke?

Ja, das gleichseitige Dreieck.

Aha, also probieren wir das mal.

Das ist jetzt aber schwierig.

Ja, wir kénnten jetzt hergehen und vielleicht 'nen neuen Schnitt legen.

OK.

Kénnen wir vielleicht mal ein groRtmégliches Dreieck herausschneiden ?
GroRtmégliches ? Ja, das geht.

S legt einen Dreiecksschnitt durch drei diagonal liegende Wirfelecken.)

Toll, das ist gut.

Ist das das groBtmégliche ?

Ja, - Und warum ist denn das ein gleichseitiges ?

Ja, also es geht jeweils von Punkt zu Punkt, also 4h, es schneidet jeweils die
Kanten von, also jeweils das Quadrat vom ...

Ja, wie nennt man denn diese Linien im Quadrat hier ?

Da gruble ich gerade dartber.

Das sind die Diagonalen.

Ah, Mensch warum falit's mir nicht ein.

Ja, und warum ist es dann gleichseitig, dieses Dreieck ?

Ja weil jede, jede Seite vom Dreieck ist eine Diagonale, &h, vom Quadrat und
die sind ja jeweils gleich lang.

Ah, gut. Kénnte man da jetzt noch andere gleichseitige Dreiecke herstellen ?
Ja, unter Umstanden schon.

Was miidtest Du denn machen ?

wrorpeToeroero
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Einfach, das Dreieck da ruber ziehen.

Ja, also verschieben ?

Ja, genau, mit der Vorwartstaste.

Das kénnen wir uns auch anschauen mit 'Form'.

(S fuhrt 'Form' aus.)
Gibt's noch andere Dreiecksformen ? Rechtwinklige und gleichseitige haben
wir schon getestet.

8: Die, &h, gleichschenkligen.

L: Jagenau, die gleichschenkiigen. Was mufitest Du denn da machen ?

S:  Zum Beispiel mit der Kante, obere Kante, das kann man jetzt bewegen.

(S verandert den gleichseitigen Dreiecksschnitt durch Drehen in einen nicht gleich-

schenkligen.)

L: Ja! .

S:  Jetzt auf die obere Kante hoch.

(S korrigiert den Schnitt hin zu einem echt gleichschenkiigen.)

L: Ja!Aha!

S:  Jetzt schau'n wir mal in 'Form'.

(S wahlt ‘Form' und schaut sich die wahre Gestalt des gleichschenkligen Dreiecks

an.)

]
L:
S:
L

Kommentar: Siegfried kann die Grenzlage zweier Dreiecksschenkel als zueinander
rechtwinklig stehende Kérperkanten nicht einsehen. So findet er nicht zu einer
Argumentation fur die Spitzwinkligkeit aller Dreiecksschnitte am Wirfel.
Erstaunlicherweise konstruiert er intuitiv den maximalen Dreiecksschnitt und die
richtige Begrindung fur seine Gleichseitigkeit. Er sieht auch sofort, daR das
parallele Verschieben dieses Schnitts die Gleichseitigkeit erhalt. Die Erzeugung
eines echt gleichschenkligen Dreiecksschnitts erfolgt Gber einen nicht gleich-
schenkligen Schnitt. - Am Ende der 45-minutigen Sitzung l&Rt die Konzentration von
Siegfried etwas nach.

Wir schlieBen diesen Abschnitt mit einer noch unbeantworteten Medien-
vergleichsfrage:

Wie wirkt sich die alternative Benutzung

- der reinen Vorstellung ohne zeichnerische Hilfen

- selbst zu produzierender Wurfelbilder sowie selbst einzuzeichnender Schnitte

- vorgegebener Wiirfelschragbilder zum Einzeichnen von Schnitten

- eines Computerwerkzeugs wie SCHNITTE bei vorgegebener Wirfeldatei

auf den Lésungsproze der oben gesteliten Aufgabe Uber die Formen von Wurfel-
schnitten aus ?
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2.4 Mit dem Programm SCHNITTE realisierbare Projekte

Visualisierung der Kérper sollen die Optionen des Meniis 'Ansicht' verwendet
werden. Um Flachenmodelle der Korper zu gewinnen, sind Netze der Kérper
auszudrucken, auszuschneiden und aufzufalten. - Die 'schénsten'  selbst
konstruierten Schnittkérper sollen in einer Wandzeitung dokumentiert werden; die
Figur 2.4.1 zeigt ein Beispiel fir einen solchen 'Phantasiekérper'. (Projekt ab Klasse
516, Zeitaufwand: 2-4 Stunden)

Fig. 2.4.1
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Aufgabenblatt zum Projektk
'‘Schnittkérper des Wiirfels'

Schneide aus einem Wurfel die abge-
bildeten Koérper heraus, und erzeuge
weitere Schnittkdrper nach der eigenen
Phantasie. Gib den Schnittkérpern Namen.
(Optionen: 'Schnitt - Erzeugen', 'Schnitt -
Ausfiihren')

Verschaffe Dir eine Vorstellung von diesen
Korpern mit Hilfe der Optionen des Mentis
‘Ansicht’. Drucke auch Netze dieser Kérper
aus, schneide sie aus und faite sie auf.
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2.4.2Wiirfelhalbierungen

Aufgabe der Schiller ist es, den Wirfel erst beliebig zu halbieren und dann nach
bestimmten Kriterien, z.B. mit Schnitten durch Kantenmitten (vgl. auch Abschnitt
1.4). Es sind jeweils Netze der halben Wiirfel auszudrucken und dann aufzufalten.
(Projekt ab Klasse 5/6, Zeitaufwand: ca. 2 Stunden)

Zwei Ergebnisse spezieller Halbierungen sind in den Figuren 2.4.2 a und 2.4.2 b zu
sehen,

2.4.3Wiirfelpuzzle

Durch mehr oder weniger systematische Zerlegungen des Warfels erhalt man einen
Bausatz; aus dessen Teilen der Wiirfel wieder zusammenzubauen ist (Projekt ab
Klasse 7, Zeitaufwand: ca. 4 Stunden).

Ein Beispiel: Wir gehen von einem ‘halben Wiirfel aus, der durch Kanten-
mittenschnitt erzeugt wurde (vgl. Fig. 2.4.3), und schneiden durch einen weiteren
Schnitt durch Kantenmitten einen keilformigen Siebenfiachner ab (Fig. 2.4.4). Die
beiden Teilkérper werden mittig zerschnitten, wie in Figur 2.4.5 und in Figur 2.4.6 zu
sehen. Insgesamt erhalt man so einen Bausatz aus den zwei Teilkérpern (Fig.
2.4.4), zwei einander ebenensymmetrischen Teilkérpern (Fig. 2.4.5) und zwei einan-
der dreh- bzw. ebensymmetrischen Teilkdrpern (Fig. 2.4.6). Die Figur 2.4.7 zeigt
einen Ausschneidebogen mit Netzen fir die sechs Teilkérper. Das Ausschneiden,
Auffaiten und Zusammenkleben (mit Tesafilm) liefert ein Wurfelpuzzle.
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Aufgabenblatt zum Projekt
'Wiirfelhalbierungen'

Lege Schnitte so in des Wiirfel, dad dieser halbiert wird und die Schnittfiache
die Form

- eines Quadrats

- eines gréfRtmdglichen Rechtecks

- einer grofitmaglichen Raute

- eines regeimaRigen Sechsecks
hat. Speichere den Wurfel mit den jeweiligen Schnittlinien ab.
(Optionen: 'Kérper - Laden', Datei ‘Wurfel', 'Schnitt - Erzeugen' mit exakter
Lage von Kantenmittelpunkten, 'Schnitt - Form' (auch die Angabe der
VolumenmafRzahl), ‘Kérper - Speichem')

Kannst Du noch andere wurfelhalbierende Schnitte finden ? (Optionen wie bei
Aufgabe 1, 'Schnitt - Schar - Drehen, 'Schnitt - Ausfihren’, Volumenmanzahl
in 'Schnitt - Form' verwenden.

Prife folgende Aussage nach: Jeder den Warfel halbierende Schnitt halbiert
auch seine QOberflache.

Lasse Netze der Wurfel mit den Schnittformen aus Aufgabe 1 bilden und
ausdrucken. Schneide die Wurfelnetze aus, und falte sie zu Flachenmodelien
auf. (Option: 'Ansicht - Korpernetz')

Lasse die Schnitte aus Aufgabe 1 ausfiihren. Speichere die Schnittkérper ab.
Erzeuge die Netze der Schnittkérper, drucke diese aus; schneide aus und
falte zu Kérpermodellen auf. (Optionen: 'Schnitt - Ausfiihren', 'Ansicht -
Kérpernetz', 'Kérper - Speichern')

Berechne aus der Kantenlange a des Wurfels die GroBe der jeweiligen
Schnittflache aus Aufgabe 1 - Aufgabe fur Klasse 9/10. Prufe Deine
Ergebnisse mit den in 'Schnitt - Form' gegebenen FlachenmaRzahlen etwa fir
a =4 nach.
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Fig. 2.4.3

Fig. 2.4.5

Fig. 2.4.4

Fig. 2.4.6



Fig. 2.4.7
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Aufgabenblatt zum Projekt
'Wiirfelpuzzles'

Was ist ein Puzzle ?

Einzelteile sind (nach bestimmten Regeln) zu einem Ganzen zusammenzusetzen.
Was ist hier ein Ganzes ? - Ein Koérper, z.B. ein Wurfel, ein Tetraeder, eine
quadratische Pyramide, ein Quader. Wie erhalten wir die Einzelteile ? - Dazu
zerschneiden wir ein Kérpermodell in Teile, aus denen dann der Kérper wieder
zusammengebaut werden kann. Auf dem Bildschirm kénnen wir das Zerlegen eines
Kérpers mit dem Werkzeug SCHNITTE auf recht beliebige oder auf regelhafte
Weise durchfiihren - ohne Angst vor einem Verschnitt ! Allerdings haben unsere
Teile keine einspringenden Ecken; sie sind immer konvex, und sie sind immer
ebenflachig begrenzt.

Korperpuzzles kénnen aus mehr oder weniger Teilen bestehen. Die Teilkérper
kénnen 'unregelmanig' oder auch 'schén symmetrisch' sein.

1) Zerlege einen Wurfel in vier Teilkérper gleicher Form, die aber keine Wurfel
sein sollen.

2)  Zerlege einen Wurfel in funf unregelmaBige Teilkérper.

3) Zerlege einen Wrfel in sechs symmetrische Teilkérper.

4)  Zerlege ein Tetraeder in zwei gleichférmige Teile, die keine Pyramiden sind.

5) Lade einen Kérper Deiner Wahl und zerlege diesen nach Deiner Phantasie.
Alle Optionen der Menus 'Schnitte’ und 'Ansicht' kénnen verwendet werden.

Die Netze der Teilkdrper sind auszudrucken, auszuschneiden, zu Flachen-
modellen aufzufalten und zusammenzukleben. Dann erst kann das Puzzie
ausprobiert werden. Im dUbrigen: Verfasse Ausschneidebdgen fir Deine
Puzzles.

93



2 Menugesteuertes Erzeugen und Darstellen von Polyederschnitten

2.4.4Die Deitoeder und ihre gleichkantigen Teile

Die Deltoeder - das sind die konvexen Polyeder, deren Oberflachen aus gleich-
seitigen Dreiecken gebildet werden - sind den Schulern in einer Datei von Basis-
kdérpern vorgegeben (vgl. Figuren 2.4.8 - 2.4.15). Aufgabe ist es, herauszufinden, ob
die Deltoeder in gleichkantige Teilkdrper zerlegt werden kénnen und wenn ja, wie ?
Die Teilkérper sind zu beschreiben und evtl. Flachenmodelle Uber Netzausdrucke
anzufertigen. - Eine Gesamtbehandlung der Deltoeder ist in Schumann (1989) aus-
gefuhrt - dort wird u.a. geklart, warum es kein 18-flaichiges Deltoeder geben kann
(Projekt ab Klasse 8, Zeitaufwand: 2 - 4 Stunden).

Die dreiseitige Doppelpyramide (Fig. 2.4.9) ist zerlegbar in zwei reguldre Tetraeder
(Fig. 2.4.8); das reguldre Oktaeder (Fig. 2.4.10) - dargestelit als 6-seitiges Anti-
prisma ist zerlegbar in zwei gleichkantige quadratische Pyramiden; die 5-seitige .
Doppelpyramide (Fig. 2.4.11) ist zerlegbar in zwei gleichkantige 5-seitige
Pyramiden; das 12-flachige Deltoeder (Fig. 2.4.12 das man sich aus einer 5-seitigen
Doppelpyramide durch Einschub eines 'Doppeldreiecks' erzeugt vorstellen kann) ist
nicht in gleichkantige Teilkérper zerlegbar; das 14-flachige Deltoeder (Fig. 2.4.13)
kann in ein gleichkantiges dreiseitiges Prisma und in vier gleichkantige quadratische
Pyramiden zerlegt werden; das 16-flachige Deltoeder (Fig. 2.4.14) ist in ein gleich-
kantiges 8-seitiges Antiprisma und in zwei gleichkantige quadratische Pyramiden
zerlegbar und letztlich kann das reguldre lkosaeder (Fig. 2.4.15) in ein
gleichkantiges 10-seitiges Antiprisma und in zwei gleichkantige 5-seitige Pyramiden
zerschnitten werden.

Die 5-seitige Doppelpyramide [aRt sich langs ihrer Héhe in funf Tetraeder
zerschneiden, die nahezu regelméaBig sind (Fig. 2.4.16/17), das zeigt das Netz eines
solchen Teiltetraeders im Vergleich mit dem Netz eines reguléren Tetraeders (Fig.
2.4.18/19).

A
Fig. 2.4.8 Fig.2.4.9 Fig. 2.4.10
AN B
Fig. 2.4. i .
g.2.4.11 Fig. 2.4.12 Fig. 2.4.13
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Fig. 2.4.14 Fig. 2.4.15

AP

Fig. 2.4.16 Fig. 2.4.17
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Aufgabenblatt zum Projekt
'Deltoeder’

Deltoeder sind konvexe Kérper aus gleichseitigen Dreiecken. Davon gibt es acht
Typen (Dateinamen: DELTO4, DELTOS, ..., DELTO020)

1)

2)

3)

4)

Untersuche die Deltoeder nach Anzahl der Seitenflachen, der Ecken und
Kanten sowie nach der Kantenzahligkeit (Ordnung) der Ecken. Welche
Symmetrie-Eigenschaften haben sie ? Tabelliere Deine Ergebnisse Fertige
auch durch Ausdruck von Netzen Kérpermodelle. (Ment: 'Ansicht’)

Versuche die Deltoeder in Teilkérper zu zerlegen, deren Seitenflachen
gleichseitige Dreiecke, Quadrate, regelmafige Funfecke sind. Wieviel Sorten
solcher Teilkdrper erhaltst Du ? Fur welches Deltoeder gibt es keine derartige
Zerlegung ? (Menu: 'Schnitt')

Fritz behauptet: "Die funfseitige Doppelpyramide mit lauter gleichlangen
Kanten kann in funf regelmaBige Tetraeder zerlegt werden." ist diese
Behauptung richtig ? (Ment: 'Schnitt’; Option: 'Ansicht - Kérpernetz')

Leite die Volumenformeln fur die Deltoeder (mit der Kantenlénge 1 ) her. - Fir
das zwdlfflachige Deltoeder ist das sehr schwer ! (Aufgabe fur Klasse 9/1 0)
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2.4.5Vom Tetraeder zu den Hexaedern

Aufgabe ist es, aus dem Tetraeder (Vierflachner) durch ebene Schnitte zuerst die
Pentaeder (Funfflachner) und aus diesen die Hexaeder (Sechsflachner) zu
gewinnen. Die durch Schnittbildung entstehenden Kérper solien durch Flachen-,
Kanten- und Eckenzahlen sowie die Anzahlen der einzeinen Flachen- und Ecken-
typen (topologisch) gekennzeichnet werden (Projekt ab Klasse 7; Zeitaufwand: ca. 4
Stunden).

Die Figur 2.4.20 zeigt die Entstehung der zwei Pentaeder, einmal durch die
Operation des 'Ecken-Abschneidens' zu, das andere Mal durch die Operation des
'Ecken-Kanten-Abschneidens’ (andere Operationen flihren wieder auf das Tetraeder
oder auf keine 'neuen' Pentaeder). Die Pentaeder lassen sich noch durch die
Angabe der Flachen-, Ecken- und Kantenanzahlen kennzeichnen. Die beiden
Vertreter der Pentaedertypen (Klassen topologisch &quivalenter Polyeder) kénnen
metrisch beschrieben werden als dreiseitiger Pyramidenstumpf (‘baugleich’ dem
dreiseitigen Prisma) und als vierseitge Pyramide.

Fahren wir mit der Schnittbildung etwa an der vierseitigen Pyramide fort, so kann
man z.B. durch das Abschneiden einer dreikantigen Ecke und durch Verlagerung
der Schnitiflache drei Hexaeder gewinnen (vgl. Fig. 2.4.21). Das Ecken-
Abschneiden der vierkantigen Ecke erbringt ein weiteres Hexaeder ...

Das Ecken-Abschneiden und das Verlagern des Schnitts fhrt beim dreiseitigen
Pyramidenstumpf auf drei weitere Hexaeder (Fig. 2.4.22) - andere Schnitte an
Pyramide und Pyramidenstumpf fuhren auf keine neuen Koérpertypen. Die Hexaeder
tassen sich aber insgesamt nicht mehr durch die alleinige Angabe von Flachen-,
Ecken- und Kantenanzahl charakterisieren; es mussen die Anzahlen fir die s-
seitigen Flachen (fg, s = 3,4,5) und far die k-kantigen Ecken (e, k = 3,4,5) hinzu-
genommen werden (allein die 'dreiseitige Doppelpyramide' lie3e sich noch durch die
Anzahien von Flachen, Ecken und Kanten kennzeichnen, die anderen
Hexaedertypen haben anzahigleiche Partner, die aber nicht durch stetiges
Verformen aus diesen hervorgehen).

Bei den Siebenflachnern reichen die Zahl-Angaben nicht mehr aus, wie man an der
Figur 2.4.23 ablesen kann: Die beiden an zwei Ecken besonders 'gestumpften’ vier-
seitigen Pyramiden haben zwar die gleichen 'Kennzahlen', sind aber nicht mehr
baugleich (topologisch isomorph).

Begriindung: Im links abgebildeten Schnittkérper haben seine dreieckigen Seiten-
flachen mit der funfeckigen Standflache jeweils eine Kante gemein; im rechts
abgebildeten Schnittkérper nur zwei der Dreiecke, das dritte Dreieck und das
Fanfeck haben nur eine Ecke gemeinsam. Genligt es anzugeben, welche n-Ecke
jeweils die Ecken des Vielflachs bilden, um seine Bauweise eindeutig zu
beschreiben (z.B. in Fig. 2.4.23 links: 1x (4,4,3,4), 1x (3,4,3,5), 2x (4,3,4), 4x
(3,4,5))? ’

Weitere Aufgabe: Fur das Tetraeder gilt: Anzahl der Flachen f plus Anzahl der
Ecken e gleich Anzahl der Kanten k plus zwei (f + e = k + 2). Andert sich durch die
Schnittbildungen diese Anzahlbeziehung oder ist sie invariant ?
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f=5 e=6 k=9 f=5 e=5 k=8

Fig. 2.4.20
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AR

B <
S A

f=6 e=7 k=11||f=6 e=6 k=10||f=6 e=5 k=9||f=6 e=8 k=12

S~

f3=3 f4=2 f5g=1| |f3=5 f4=0 f5=1 f3=6 f3=0 f4=6
e3=6 e4q=1 e3=5e4=0e5=1 e3=2 e4=3 e3=8
Fig. 2.4.21
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‘

f=6 e=8 k=12

f3=2 fy=2 fg =2
e3=8

Fig. 2.4.22
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‘Aufgabenblatt zum Projekt
‘Vom Tetraeder zu den Hexaedern'

Lege Schnitte in das Tetraeder so, dafll nach Schnittausfuhrung neue
Kérpertypen entstehen. Welche Typen sind das ? Stelle aus den Netz-
ausdrucken Kérpermodelle her. Beschreibe die Kérper mit ihren jeweiligen
Flachen-, Ecken- und Kantenanzahlen.

(Menus: 'Schnitt', 'Ansicht')

a) Lege Schnitte in eine vierseitige Pyramide so, daR nach Schniit-
ausfuhrung neue Kérpertypen entstehen.

b) Lege Schnitte in einen dreiseitigen Pyramidenstumpf so, daR nach
Schnittausfiihrung neue Kérpertypen entstehen.

Drucke die Schragbilder aller von Dir gefundenen neuen Kérpertypen aus.
Reicht die Angabe der Flachen-, Ecken- und Kantenzah! noch aus, um die
Korpertypen zu beschreiben ? Welche Kennzahlen muBt Du noch hinzu-
nehmen ?

Schneide auf verschiedene Art zwei dreikantige Ecken einer vierseitigen
Pyramide ab. Du erhaltst Siebenflachner. Lassen sich diese Siebenflachner
durch die in Aufgabe 2 dort zur Beschreibung von Kérpern ausreichenden
Kennzahlen unterscheiden ?
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f=7 e=8 k=13

fa=3 f4=3 f5=1
e3=6 eq=2

Fig. 2.4.23

2.4.6Von den Platonischen zu (den) Archimedischen Kdrpern

Eine Maglichkeit der Verallgemeinerung der Platonischen Kérper (konvexe regulére
Polyeder) besteht darin, die Deckungsgleichheit (Kongruenz) der regelmaBigen
Seitenvielecke aufzugeben, aber die Deckungsgleichheit der Kérperecken beizube-
halten. Die so verallgemeinerten Korper nennt man Archimedische Kérper (konvexe
halbregulare Polyeder). Die Archimedischen Kérper lassen sich durch Schnittbildung
aus den Platonischen Kérpern erzeugen.

- Die Dimensionierung der Schnitte erfordert - das Tetraeder ausgenommen - das
Rechnen mit Wurzeln oder im Falle des Dodekaeders und lkosaeders einfacher-
weise trigonometrisches Rechnen (vgl. Fig. 2.4.25 a - 2.4.27 a). Von daher kdnnte
das Projekt - wenn der Lehrer/Lehrerin nicht die entsprechenden MaRe vorgeben
oder zeichnerisch ermittein lassen will - frihestens in Klasse 9 durchgefuihrt werden.
Wir schlieBen hier aus Griinden der Einfachheit und Ubersicht die Gewinnung der
Prismen, Antiprismen als halbregulére Polyeder, des abgeschragten Wurfels bzw.
Oktaeders und des abgeschragten Dodekaeders bzw. Ikosaeders aus. Wir weisen
darauf hin, daf3 nicht alle Archimedischen Koérper auf metrische Weise durch
Schnittbildung aus den Platonischen Kérpern gewonnen werden kénnen, sondern in
den meisten Fallen nur topologische aquivalente Koérper (Zeitaufwand. ca. 6
Stunden, bei Arbeitsteilung).
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W =

Fig.2425a/b

2 (1 +cos (36%)

1 -

Fig. 2.4.27 a/b
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Die Figur 2.2.24 a zeigt in einem Uberblick die Entwicklung von Archimedischen
Korpern aus den Platonischen durch fortlaufendes Abschneiden (Stumpfen) von
Ecken bzw. Verlagern von Schnittflachen. Figur 2.2.24 b gibt die entsprechenden
geometrischen Bezeichnungen zu der in Figur 2.2.24 a dargesteliten Gruppierung
an.

Die Schnittverwandten des Tetraeders:

Wir stumpfen die Ecken des Tetraeders mit 1/3-Eckenabschnitten (Fig. 2.4.25 a)
und erhalten das Abgestumpfte Tetraeder (Fig. 2.4.24 erste Korperfolge). Verlagern
wir die Schnittflachen bis zur Mitte der Kanten (Fig. 2.4.25 b), so bekommen wir das
Oktaeder, das wir auch direkt durch 1/2-Eckenabschnitte aus dem Tetraeder hétten
gewinnen koénnen. 1/3-Eckenabschnitte am Oktaeder fuhren auf das Abgestumpfte
Oktaeder; durch Schnittverlagerung zu den Kantenmitten hin erhalt man das
Kuboktaeder, das sich auch direkt aus dem Oktaeder durch 1/2-Eckenabschnitte
erzeugen laft.

Die Schnittverwandten des Wiirfels (regularen Hexaeders) und des Oktaeders:
Wir stumpfen den Wurfel mit 1/(2 ++/2 ) - Eckenabschnitten (vgl. Fig. 2.4 26 a) und
erhalten den Abgestumpften Wurfel (Fig. 2.4.24 zweite Korperfolge). Verlagerung
der Schnittflachen zu den Kantenmitten (Fig. 2.4.26 b) bringt das Kuboktaeder
hervar, welches man auch direkt durch 1/2- Eckenabschnitte aus dem Waurfel
produzieren kann. Wie schon oben geschildert, gelangt man vom Oktaeder zum
Kuboktaeder. Vom Kuboktaeder kénnen wir mittels Schnittbildung nur zu einem der
Abgestumpften Kuboktaeder (topologisch) baugieichen Kérper kommen, denn das
symmetrische Abstumpfen einer Ecke liefert immer ein nicht quadratisches Rechteck
mit dem Seitenverhaltnis 1 : v/2 /2, also kein Quadrat (vgl. Fig. 2.4 28 a); auRerdem
kénnen entweder nur aus den Seitenquadraten des Kuboktaeders regelmaRige
Achtecke oder nur aus den gleichseitigen Dreiecksflachen des Kuboktaeders regel-
maRige Sechsecke gemacht werden, da das Schnittflachenrechteck fir beide
Bedingungen das Seitenverhaltnis (v2 -1):+2 /6 (=1: 42 /2)haben mufite
(Aufgabe fur den Leser). Um zum letzten Kérper in dieser Foige (Fig. 2.4.24 mittlere
Folge) zu gelangen, konnte man das Kuboktaeder mit 1/2-Eckenabschnitten
stumpfen; die Schnittflachen waren dann nichtquadratisch rechteckig (vgl. Fig.
2.428 b), und man erhielte nur einen zum Rhombenkuboktaeder (topologisch)
isomorphen Koérper. - Wir erkennen hier deutlich die Grenzen der Schnittbildung als
Methode, um mdéglichst viele im metrischen Sinne halbreguldre Polyeder zu
erzeugen. Die Methode des Zusammensetzens von regelmafRigen Vielecken zu
Fiachenmodellen - fur die es geeignete Materialien gibt (z.B. POLYDRON) - kann
wahlweise eingesetzt werden.
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Fig. 2.4.28 a/b

Die Schnittverwandten des Dodekaeders und des lkosaeders:

Wir stumpfen das Dodekaeder mit 1/2 (1 + cos (369))-Eckenabschnitten und
erhalten das Abgestumpfte Dodekaeder (Fig. 2.4.27 a und Fig. 2.4.24 dritte Korper-
foige). Durch Schnittverlagerung zu den Kantenmitten hin (Fig. 2.4.27 b) bekommen
wir das lkosidodekaeder, welches wir auch direkt mittels 1/2-Eckenabschnitten aus
dem Dodekaeder oder dem lkosaeder herstellen konnen. Aus dem lkosaeder
erzeugen wir mit 1/3-Eckenabschnitten das Abgestumpfte Ikosaeder (isomorph dem
'Fernsehfulball’) und aus diesem durch Verlagerung der Schnittflachen das
Ikosidodekaeder. Ahnlich wie schon beim Kuboktaeder kann man aus dem
Ikosidodekaeder durch Schnitte nur zum Abgestumpiten Ikosidodekaeder und zum
Rhombenikosidodekaeder nicht metrische baugleiche Polyeder gewinnen (Fig.
2.4.24, die beiden Korper am Ende der dritten Kérperfolge. ) -

Wir fugen hier noch operative Uberlegungen zur Varianz der Ecken-, Flachen- und
Kantenanzahl und der Invarianz ihrer Anzahlbeziehungen (Eulerscher Polyedersatz)
beim Stumpfen von reguldren bzw. halbreguléren Polyedern durch die Operationen
't-Eckenabschnitte’ (0 < t < 1/2 bzw. t = 1/2) an. - Mit 'alten’' Anzahlen: e, f, k; 'neuen’
Anzahlen €', f, K'; o = Ordnung der Ecken, d.h. Anzahl der Kanten in einer Ecke,
erhalten wir dann:

Fur das Stumpfen mit t-Eckenabschnitten 0 <t<1/2 (z.B. t= 1/3):
Mite'=e+e-(0-1);f=f+e, k=k+e - owird
e-kK+f=e+e-(0-1)-(k+e-0)+f+e

=e-k+f=2
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Fur das Stumpfen mit 1/2-Eckenabschnitten:

Mite'=e-o-k f=f+ek =e-owird

e-kK+f=e-o-k-e-o+f+e
=e-k+f=2

Die Fragestellungen fur den Schuler kénnten lauten: Wie berechnest Du aus den
Ecken-, Flachen- und Kantenzahlen des noch nicht geschnittenen Kérpers die
entsprechenden Anzahlen fur den Schnittkérper ? Andert sich die Beziehung
zwischen diesen Anzahlen ?
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Aufgabenblatt zum Projekt

'Von den Platonischen zu Archimedischen Korpern'

Verwende die Dateien PLATON1 (Tetraeder), PLATON2 (Warfel), PLATON3
(Oktaeder), PLATON4 (Dodekaeder), PLATON5S (Ikosaeder). Verschaffe Dir beim
Legen der Schnitte Ubersicht, in dem Du Dir Dein Arbeitsfeld durch Vergréfiern und
Drehen des Kérpers entsprechend einrichtest.

1)

Kantenhalbierendes Eckenabschneiden

a)

b)

Setze auf allen Kanten des Tetraeders, Wiurfels (Hexaeders),
Oktaeders, Dodekaeders und des lkosaeders den Kantenmittelpunkt.
Schneide kantenhalbierend alle Ecken ab. Wie &ndert sich die
Flachen-, Ecken- und Kantenanzahl des urspringlichen Kérpers ?
Beschreibe die neuen Korper.

Drucke die Schragbilder der neuen Kérper aus und falte die Netz-
ausdrucke zu Flachenmodellen auf.

Die unter 1 a erzeugten neuen Kérper werden Kuboktaeder und
lkosidodekaeder genannt. Fihre an diesen Korpern erneut
kantenhalbierendes Eckenabschneiden durch. Du erhaltst zwei neue
Korpertypen: das (nicht gleichkantige) Rhombenkuboktaeder und das
(nicht gleichkantige) Rhombenikosidodekaeder. Beschreibe diese
neuen Kérper.

Kantendrittelndes Eckenabschneiden

Setze auf allen Kanten die zwei Punkte, die die Kante 'dritteln’. Schneide
'kantendritteind’ alle Ecken des Tetraeders, Oktaeders und des Ikosaeders
ab. Du erhdltst drei neue Kérper. Beschreibe diese, wie andern sich die
Flachen-, Ecken- und Kantenanzahien ?

Die drei Kérper heiflen: abgestumpftes Tetraeder, abgestumpftes Oktaeder,
abgestumpftes Ikosaeder ('Fernsehfuball’).

109



3 SchiuBbemerkungen

3 SchluRbemerkungen

Wir schiieRen mit einigen Bemerkungen Gber Perspektiven der Unterrichtssoftware-
Entwicklung fur die Raumgeometrie.

3.1 Schnittbildung an nicht polyedrischen Kérpern

Eine weitere Entwicklung von Unterrichtssoftware fur die Raumgeometrie mul
unbedingt auch die Erzeugung ebener Schnitte an nicht polyedrischen Kérpern und
die Erzeugung entsprechender Schnittkorper einschlieen. Das ist aus Grinden der
Kompatibilitat zur Schulgeometrie als auch aus Grinden der geometrischen
Modellierung der uns umgebenden Formenvielfalt notwendig. Zumindest solite die
Schnittbildung an Zylinder, Kegel, Kugel und Torus (als Beispiel fur einen Korper,
der nicht das Geschlecht O hat) méglich sein. - Als Vorbild fir eine entsprechende
Unterrichtssoftware-Entwicklung aus inhaltlicher und software-ergonomischer Sicht
kénnen punkiuell 3-D-CAD Systeme, wie z.B. AutoCAD mit seiner 3-D-Erweiterung
zur Erzeugung und Bearbeitung von Vollkérpern (Advanced Modelling Extension)
dienen. Der Solid Modeller von AutoCAD verflgt Gber eine Option zum Erzeugen
von interaktiv festlegbaren ebenen Schnitten in einem Korper (Solid-section) - vgl.
Figur 3.1 und zum Erzeugen von Schnittkorpern (Solid-cut) nach voraus-
gegangenem Solid-section - vgt. Figur 3.2. - Mit der Option Solid-feature lassen sich
an einem Schnittkérper neben der Schnittflache zuséatzlich die Schnittlinien fur eine
Untersuchung extrahieren (Fig. 3.3); man stelle sich die Anwendung dieser Option,
2.B. bei der Untersuchung von Kegelschnitten vor.

2

Fig. 3.1-3.2
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Fig. 3.3

3.2 Automatisches Berechnen an Schnittkdrpern

Die o.g. Erweiterung von AutoCAD besitzt auch Optionen zur automatischen
Berechnung von Kanten, Winkeln, Flachen und Rauminhalten von Kérpern. Damit
kann das Lésen von speziellen Berechnungsaufgaben (vgl. Abschnitt 1.6) unter-
stltzt und kontrolliert werden. - Mit der Variation der Lage eines Kérperschnitts und
der aus ihr folgenden Variation der Schnittkérper ergeben sich neue Méglichkeiten
einer operativen Untersuchung von GréRen: Wie andert sich die Lénge der Kante,
die GréRRe des Winkels, die GréRe der Flache, der Rauminhalt, wenn ... ?

3.3 Integriertes Werkzeug fiir die synthetische Raumgeometrie in
der Schule

Das Computerwerkzeug SCHNITTE ist als Stand-Alone-Module fir einen computer-
unterstitzten Unterricht in Raumgeometrie langfristig gesehen von geringer
Bedeutung. Es stellt eine Insellésung fiir den konstruktiven Problemkreis "Polyeder-
schnitte” dar. Andere Insellésungen sind z.B. fir den Problemkreis "Vereinigung,
Durchdringung und Differenzbildung von Kérpern" oder dem Problemkreis
"Kérperberechnungen” denkbar. Der (die) sie benutzende Schiler(in) und Lehrer(in)
miBten stets neue Benutzeroberflachen lernen und hatten Schwierigkeiten bei der
Bewaltigung komplexerer Aufgaben, die den Einsatz verschiedener spezifischer
Werkzeuge und den Austausch von Daten zwischen diesen erforderlich machen
wirden. Wir geben deshalb hier eine grobe Beschreibung wesentlicher Meniis eines
relativ universellen Computerwerkzeugs fur den Unterricht in Raumgeometrie (vgl.
auch Schumann 1989 u. 1991), das sich unter MS-WINDOWS realisieren lieRe.
(Professioneile 3-D-CAD Systeme sind keine Lésung fur dieses Software-
Entwicklungsproblem, da diese Systeme prinzipiell nicht kompatibel zur
Schuigeometrie sind und ihre Komplexitét sich fur naive und temporare Benutzer,
wie sie Schiler und Lehrer darstellen, nicht eignen.)
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Das Menu zum Erzeugen von geometrischen Kérpern enthalt Optionen far die
Booleschen Operationen, die Schnittkérperbildung, die Erzeugung durch Kérper-
duplikation, durch Rotation und Translation von Flachen etc. (In einer individuell
erweiterbaren Korperdatei werden elementare Korper zur Bearbeitung bereit-
gestellt.)

Das Meni zum interaktiven Konstruieren besteht aus Optionen zur direkten
Konstruktion geometrischer Konfigurationen im Raum - ohne etwa die in der
kiassischen darstellenden Geometrie notwendigen zweidimensionalen Verfahren,
wie das Umlegen, das Umklappen oder Umprojizieren praktizieren zu mussen. Es
lassen sich die Konstruktionen mit Zirkel, Lineal und Geodreieck simulieren; zu
diesen Werkzeugen treten im Raum noch - fiktiv - das Ebenenlineal, der Kugelzirkel
und das Geoprisma (fur raumliche Lot- bzw. Normalenaufgaben). Die raumliche
Interpretation wird durch Brechung der in der Tiefe liegenden und uberdecktem
Objekte unterstitzt. Es existiert eine Option fur das Definieren von Makro-
konstruktionen, wie dies schon von 2-D-Grafiksystemen bekannt ist. Ebenso wie in
diesen Systemen gibt es einen Zug-Modus zur kontinuierlichen Variation von
raumlichen Figuren.

Das Meniu 'Darstellen’ enthalt Optionen fur das dynamische Visualisieren von
Kérpern, fur das Wandein von Kérperdarstellungen (Kanten-, Flachen-, Vollkérper-
modelle), fur die Darstellung eines Kérpers oder einer Konfiguration in Mehrtafel-
projektion oderfund Parallel- bzw. Zentralprojektion, fir die Darstellung eines
Korpers in verschiedenen Hidden-Line Modi, fOr die plastische Darstellung von
Kérpern durch Schattierung bei Beleuchtung oder durch anaglyphische Repréasenta-
tion (Raumbilder als Briicke zwischen 'Realobjekt und Bildschirmdarstellung des
Obijekts !), fur das Verebnen von abwickelbaren Kérpermodellen (Kérpernetze)
sowie das Zerlegen eines Kérpers in seine ein-, zwei-, dreidimensionalen Bestand-
teile, fir das dynamische Darstellen von Kérperveranderungsprozessen
(Animationsgrafik) usw. - Ideal wére eine Schnittstelle zu einer CNC-Maschine, mit
der man vorher auf dem Bildschirm konstruierte Vollkérpermodelie herstellen konnte,
um sie der taktilen Erfahrung zugénglich zu machen.

Das Meni 'Berechnen' besteht aus Optionen zur automatischen Messung bzw.
Berechnung der ebenen und raumlichen geometrischen GroRen und einem Formel-
editor zur Termgenerierung aus symbolisch reprasentierten MaBwerten, um indivi-
duelle Berechnungsaufgaben 16sen zu kénnen. Makroberechnungen sind definier-
bar.

Es ist selbstverstandlich, daR die Software-Ergonomie den zeitgeméfen pro-
fessionellen Standards fur Werkzeugsoftware zu genuigen hat (das schlielt die
Maglichkeit der Mentmodifikation zur Anpassung des Werkzeugs an Adressaten-
gruppen und/oder raumgeometrische Problemkreise ein).

Das Werkzeug fur die synthetische Behandlung der Raumgeometrie in der Schule
kann auch mit einer komfortablen grafischen Benutzersprache betrieben werden, die
die Kodierung nicht sequentieller Algorithmen zulaft.

Wir sind uns bewuBt, daR die Entwicklung eines solchen Werkzeugs beeinflufit sein
wird von der Wahl und den (begrenzten) Moglichkeiten der Software-Entwicklungs-
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werkzeuge und den bewuRten oder unbewuRten Auffassungen der Software-
entwickler von synthetischer Raumgeometrie.

3.4 Geometrielernen in Virtuellen Wirklichkeiten

Bei der Nutzung der heutigen Raumgeometrieprogramme bleiben Mensch und
Computersystem getrennt. Der Mensch kann nur mittelbar mit dem Computer
interagieren, indem er zB. das Grafikeingabegerat 'Maus' bedient: seine
kinasthetischen Empfindungen und Erfahrungen sind deshalb sehr eingeschrankt; er
laRt Kommandos ausfuhren und beobachtet das (rdumliche) Ergebnis auf einem
planaren Bildschirm; dir raumliche Interpretation kann allenfalls durch stereo-
grafische Darstellungen und die Benutzung einer Rot-Grin-Brille verbessert werden.
Die Computergenerierung sogenannter virtueller Wirklichkeiten (vgl. u.a. Rheingold
1992, Woffender 1991) hebt die Grenzen zwischen den Systemen Mensch und
Computer partiell auf- Mittels siner geeigneten Schnittstelle, dem Eye Phone, einer
elektronischer Brille, ausgerustet mit stereografisch arbeitenden Bildschirmen und
Stereolautsprechern, aus visueller und akustischer Schnittstelle und einem
elektronischen Handschuh als (Data Glove) als taktiler Schnittstelle ist es moglich,
daR der Mensch die (illusiondre) Empfindung hat, sich in einer simulierten
dreidimensionalen Welt (Cyberspace) ganzkérperlich zu bewegen und zu betétigen,
indem er z.B. Operationen an Objekten der virtuellen Realitat vornimmt. Obwohi zur
Zeit die Personalcomputer sich noch nicht fur eine Echtzeit-Verarbeitung der bei
solchen Simulationen anfallenden Datenmengen eignen, so ist doch folgendes
Szenarium fur eine zukinftiges Geometrielernen denkbar: Der Geometrielerner
agiert als Cybernaut in einer dreidimensionalen geometrischen Welt der Formen
zB. in einer zum Erforschen von Polyedern. Er geht zwischen den Kérpern
spazieren, betrachtet diese aus der Frosch- oder der Vogelperspektive, klettert auf
den Korpern herum, spart die spitzen Ecken und die scharfen Kanten, rutscht die
glatten Kérperfiachen herunter, dringt in die Kérper ein und betrachtet sie von innen;
er bewegt die Kérper, baut sie zusammen, entfaltet sie in die Ebene, verandert ihre
GréRe, deformiert sie nach Belieben und nimmt an ihren Operationen vor, z.B.
Schnittoperationen oder er ‘spielt’ selbst einen Kérper und 'erlebt’ z.B. das Rollen
desselben usw.

Wie wird eine derart computerreprasentierte Geometrie das 'Bild' von Geometrie bei
den Schulern und Schiilerinnen préagen ? Wie wird sich ihre Beziehung zu der sie
umgebenden nicht virtuellen dreidimensionalen Welt verandern ?
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Abbaugruppierung 14
Abgestumpfter Wurfel 104
Abgestumpftes Dodekaeder 104
Abgestumpftes lkosaeder 104
Abgestumpftes lkosidodekaeder 104
Abgestumpftes Kuboktaeder 104
Abgestumpftes Oktaeder 104
Abgestumpftes Tetraeder 104
Achsenschnitt 57
Achtflachner 25
affine Transformationen 12
allgemeinbildender
Geometrieunterricht 8
aligemeine Forschungsfrage 79
alilgemeine Lernziele 62
analytische Geometrie 38
Anfangsunterricht 23
Antiprisma 52; 94
Anwendung von SCHNITTE 42
aquiforme Transformationen 12
Archimedische Kérper 102
Asthetik 28
Aufgabenblatt
-, Deltoeder 96
-, Schnittflachen 68
-, Schnittkérper des Wiirfels 86
-, Vom Tetraeder zu den Hexaedern
101
-, Von den Platonischen zu
Archimedischen Kérpern 109
-, Wurfelhalbierungen 90
-, Wurfelpuzzles 93
Ausfaltautomatik 50
AutoCAD 110
Automatisches Berechnen an
Schnittkérpern 111

Berechnungslehre 7
Besuden, H. 11

Bill, M. 29

Bollnow, O.F. 22
Boolesche Operationen 112

Cabri-Géométre 34; 38
Cyberspace 113

Data Glove 113

Deltoeder 94; 96

Differenzbildungen 12

Doorman, L.M. 3; 40

Doorzien 3; 40

Doppelpyramide 67; 94; 97

dreidimensionale Computergrafik 38

dreidimensionales Koordinatensystem
52

Dreiecksschnitte am Warfel 84

Durchdringungen 12

Ebene Schnitte des Wurfels 71
EinfGhrung in SCHNITTE 40
Elementarunterricht 22
Erwartungskonformitat 49
Erzeugen und Darstellen von

Polyederschnitten 40
Eulerscher Polyedersatz 62
Eye Phone 113

Fay E. 9
Fernsehfuball 107
Festgestalten 25
Formbetrachtung 8
Formeniehre 7;22f.; 28
Formvariation 8

Frobel, F. 22 ff.
Frontalschnitt 32

Geometriecurriculum 8
Geometriedidaktik 11
Geometrieunterricht 8; 33; 38; 85
gleichmaBiges Eckenabschneiden 14
Grenzen von SCHNITTE 49
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Grémminger 9

Grofe der Schnittflache 42
Grundschule 11

Gusev, V. 33

Halbraume 17
Heller, L. 25; 28
Herbart 22
Hexaeder 97
Hilbert D. 20
Héhenschnitt 32

Ikosaeder 52; 94; 107
Ikosidodekaeder 107
infinitesimale Prozesse 20
Informationssystem 52; 64
Instruktionsitem Sf.

iterative Schnittkérperbildung 12

Kantenabschneiden 25
Kantenteilpunkte 44
Kegel 11; 22
Kiafki, W. 22
kognitive Lernziele 61
kombinierte Schnitte 12
Kongruenz 102
Konstruktionslehre 7; 61
Konstruktionswerkzeug 52; 64
kontinuierliches Operieren 9
Kérper 50
-, als Bildschirmdarstellung 50
-, als materiales Modell 50
Kérperabbau-Gruppierungen 14
Kérperbegriff 8
Korpernetz 40 f.; 44; 49; 52; 57; 64;
66; 90; 96
Kérperpuzzies 17; 93
Koérperschnitte 8; 11; 17; 22: 31; 33 f.;
38; 57
-, Aligemein padagogischer Kontext
22
-, Automatisches Berechnen 111
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-, Berechnungsaufgabe 33
-, dreidimensionale Computergrafik
38
-, Erkenntnistheoretisches 12
-, Konstruktionsaufgabe 33
-, kiinstlerisches Ausdrucksmittel 29
-, Menugesteuertes Erzeugen und
Darstellen 40
-, Nicht polyedrische Kérper 110
-, Problemlésungsaufgaben 33
-, Projekte 85
-, Training des
Raumvorstellungsvermégens 9
-, Unterrichtsversuch 64
-, Zweck- und Nutzformen 31
Kreisring 29
Kuboeder 25; 28
Kuboktaeder 12; 17; 24; 44; 67; 73;
106
Kugel 11; 22; 25; 29
kunstlerisches Ausdrucksmittel 29

Langsschnitt 31
Lehrplane 3;7; 11
Lernziele 61
Litwinenko, W.N. 33

Medienvergleichsfrage 84
Ment

-, Ansicht 41

-, Extras 41

-, Infos 41

-, Kérper 41

-, Schnitt 41
Menutbearbeitung 42
Menus von SCHNITTE 40
Messung des

Raumvorstellungsvermdgens 9
Minimalkatalog 38
Mdaller, KP. 11

Nohl, H. 22
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Oberflachengrofe 42
' Oktaeder 14; 17; 25; 94: 102; 106

Parallelepiped 11

Parallelogramm 73

parallelprojektiv 40; 42

Parallelverschiebung eines Schnittes
72

Pentaeder 97

Pestalozzi. JH. 22

Piaget, J. 9

Platonische Korper 52; 64; 66 f.; 102

Polydron 106

Prisma 17; 20; 102

Problemiésungsaufgaben 33

Projekte mit SCHNITTE 85

Protokoll eines
Problemlésungsprozesses 79

Pyramide 17; 20; 29; 33; 57; 73; 93 f;
97

Pyramidenstumpf 17; 73; 97

Quadrat 29; 73: 106 |
Querschnitt 31f; 52

Raumanschauungsvermégen 11
Rauminhalt 42
raumliche Animation 49
rdumliche Formenkunde 23
raumliche intelligenz 9
Raumvorstellungstests 9
Raumvorstellungsvermégen 9
- Messung 9
-, Training 9
Raute 73
Rechteck 29; 73; 106
Relaux-Bohrer 17
Rheingold, H. 113
Rhombendodekaeder 14; 25
Rhombenikosidodekaeder 104; 107
Rhombenkuboktaeder 104
Rhomboeder 25

Ruckblende-Option 49

Saule 17; 42; 44, 57
Schilegeldiagramm 44
SCHNITTE (Programm) 40
-, Anwendung 42
-, Didaktische Bewertung und
Einordnung 50
-, Einfihrung 40
-, Exakte Positionierung von
Schnittebenen 44
-, Grenzen 49
-, Meniis 40
-, Projekte 85
-, Protokoll eines
Problemlésungsprozesses 79
-, Schllermeinungen 76
-, Unterrichtsversuch 64
Schnittebenen 12; 44: 49; 52
Schnittflachen 9; 12 ff; 17; 52; 62; 72;
73; 106
Schnittkorper des Wurfels 85
Schnittmengenbildungen 12
Schnittoperationen 9; 12; 14; 17; 49;
62; 113
Schnittscharen 40
Schnittverwandte 107
-, des Dodekaeders 107
-, des lkosaeders 107
-, des Oktaeders 106
-, des Tetraeders 106
-, des Wurfels 106
Schilermeinungen tber SCHNITTE
76
Schumann, H. 11; 20; 40; 94; 111
Sekundarstufe |. 7 f.; 11; 23; 33 f.; 38;
52; 85
Selbstkorrektur 49
selektive Schnittkdrperbildung 12
simultane Schnittkérperbildung 12
Software-Ergonomie 39; 112
Spat 25
Spracherziehung 23; 28
Spranger E. 22
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Spurgerade 34; 57
Spurgeradenmethode 34
stereografisch 40

Stumpfen 14; 17; 57; 106 ff.
Symmetrisierungen 12
systematischer Konstruktivismus 29

Teilpunkte 42

Tetraeder 14; 49; 73; 93f1.; 97; 102;
106

topologische Transformationen 12

Torsen 39

Torus 29

Training des
Raumvorstellungsvermégens 9

Trapez 73

Umkehroperation 14; 17
Unterrichtsversuch mit SCHNITTE 64

Vereinigungsbildungen 12

Virtuelle Wirklichkeiten 113
Visualisierungswerkzeug 52; 64
Vollkérpermodell 50
Volumenlehre 17

Wagemann E. 25

Winter 62

Wittmann, E. 62

Woffender, M. 113

Wolpert, H. 11

Warfel 11 ff.; 17; 20; 22 ff.; 29, 33; 42;
44; 61,67, 73,77, 79; 87

Warfelhalbierungen 88

Wirfelpuzzie 88

Zeitler, H. 29

zentralprojektiv 40
zerlegungsgleiches Verwandeln 17
Zweck- und Nutzformen 31
Zweckformen 24

Zylinder 11; 22; 25
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