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2. Das allgemeine Tetraeder

FI+F*+F*+F°=2( FF, cos(CD)+ £ F, cos(AD)+ F_F, cos(BD)
+ F,F, cos(BC)+ A, cos(CA) F.F, cos(AB)),
erhilt man schliellich fir die Schnittflache, indem wir wiedar M, fiir M setzen
[4IM_ABF=F_® +F? + 2F F cos(AB)| (++).

Es ergeben sich einige unmittelbare Folgerungen

Die Schnittfldche ist héchstens so groft wie das arithmetische Mittel der Sei-
tendreiecke, welche die Schnittkante gemein haben, z. B.

_'.
[ M_AB| 55:2_’!&

Das Gleichheftszeichen gilt genau dann, wenn die Seftenfldchen zueinander
senkrecht stehen.

Die Addition der der Schnittflachenquadrate fir alle Kanten gemal der Formel [++),
fithrt mit entsprachenden Umformungen auf:

MDAP+MDPEBF+|MDCP+MBCP+MCAF+ MABPF=F*+F*+F *+F*
A b o 3 b o A 8 < O

3) Vierecksschnitte bei gleichem Teilverhéltnis der Eckpunkte auf zwei Gegen-
kanten

Wir bringen zuerst ein Gegenbeispiel zu einem Safz aus Altshiller-Court, N.:
Modem Pure Solid Geometry. New York: Chelsea Publishing 1964 (2. Auflage,
spatere Auflagen sind Reprints), Seite 98:

"280. Theorem. If a plane divides two opposite edges af a tetraledron in a given rafio, it
divides the velwme of the tetraliedron in the same rafia.”

{"Wenn eine Ebene zwel Gegenkanten eines Tetraeders in einem gegebenen
Yerhéltnis teilt, teilt sie das Volumen des Tetrasders in demselben Yerhaltnis.”)

In der Abbildung 2.13.16 mit Bezeichnungen, die denen von Altshiller-Court ent-
sprechen, ist ein mit vorgegebenan Kantenlangan konstruiertes Tetraeder zu sehen,
bei dem zwar eine Ebene die Gegenkanten AB und CD mit den Teilpunkten F und F'
im gleichen Verhiltnis teilt, aber die beiden Teilkérpervolumina ein verschiedenes
Verhdltnis aufweisen, — In dem bei Altshiller-Court gefiihrten Bewsis wird als ein
wesantliches Bawsismittel der folgende, auf Seite 50 0. g. Buches stehende Hilfssatz
falsch angewendet:

"141. Converse Theorem. If a plane divides proportionally one pair of opposite sides of a
skew quadrilateral, it also divides proporfionally the other fwo sides.”

("Wenn eine Ebene zwel Gegenseiten aines raumlichen Vierecks proportional feilt,
teilt sie auch die anderen zwel Seffen proporfional.” — In einer Formulierung fir
Tetraeder: Wenn eine Ebene zwel Gegenkanten eines Tetraeders proportional teilt,
teilt sie auch die zwsai anderen Gegenkanten, welche sie schneidet, proportional )

Selbst wenn man diesen Hilfssatz richtig anwendet, d. h., F' am Mittelpunkt von CD
spiegelt, fohrt der Beweis nicht zu dem wvon Altshiller-Court angegebenen Ober-
raschend einfachen, aber falschen Ergebnis.

Bemerkung: Yorstehendes lehrt uns, dass man die Richtigkeit raumgeometrischar
Aussagen und auch deren Beweise anhand von Beispielen Gberpriifen sollte. Die
dazu notwendigen Konstruktionen kénnen heute im wvirtuellen Raum mittels ad-

328 Heinz Schumann: Elementare Tefrazdergeomeirie — Eine Einflhreng in die Raumgeometrie



2.13. Verschiedenes

aquater dynamischer 30-Geometnesysteme, wig z. B. mit Cabn 30, leicht ausgefiihr
werden.

o si=hem 4P| =293 cm
! = «m

i |PE] = 4,07 cm

|AP| : 1PB| = 0,72

[P =377 cm

|P'C| = 5,25 cm

|DPY : |PC| = 0,72

ViPQP'QEC) = 33,57 eny”
VPGFQ'DA) = 14,52 cm*
VIPQF'Q'DA) / WPQP'Q'BL)= (163

1AQ| ;| =030
A |BQ] @ |@'D) =057
Abhb. 2.13.16

Mit der Spezalisierung vorstehendan Hilfssatzas:

Wenn eine Schnittebene durch die Mitten zweier Gegenkanten eines Tetra-
eders geht, dann teilen ihre Schnittpunkte mit den anderen sie schneidenden
Gegenkanten diese in demselben Verhiltnis, gemessen von den Endpankten
einer der halbierten Gegenkanten aus.

kann man aber beweisen:

Jede Schnittebene durch die Mitten zweier Gegenkanten eines Tetraeders
hatbiert dieses, d. h., sie rerlegt das Tetraeder in zwei TeilkGrper gleichen
Volumens.

Mustration in Abbildung 2.13.17 (fiir die Gegenkanten AB und C0)
o

a=5auga'=Hcem 14P = %2 em
B=fiomb' = 10om |PEY =777

e=Tem "2 9em
&P 2P| = 100
|DF) B %2 cm
IPCl=%2cm
(= R = R

o=l
WPQPQEBS) = 19.20m’
VPGP DA = 19,30 om'
VPGHP'D D) S VPQRGBC) = 100

jagj : |Qc) =030
[BQT - [QDf = 1,340

()

b. 2.13.17 Abb. 2.13.18
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