Heinz Schumann

KORPERGEOMETRIE

— ein progressives Tool fur den Raumgeometrie-Unterricht

1 Einleitung

Geometrische Korper kdnnen heute neben den herkémmlichen Mdglichkeiten ("Pa-

pier-Bleistift"— und print-mediale Darstellung, materiale Darstellung) auch als 3-

dimensionale Objekte auf dem Bildschirm dargestellt werden. Diese Darstellungswei-

se ist Basis fur 3D-CAD-Systeme; implizit kommt sie in jedem 3D-Computerspiel vor.

Welche wesentlichen Forderungen sind nun an ein aktuelles grafisches Computer-

werkzeug zu stellen, das im von der Behandlung geometrische Kérper gepragten

Raumgeometrie-Unterricht der Sekundarstufe | eingesetzt werden kann?

Als Visualisierungswerkzeug soll es u.a. gestatten, die Standardkérper der Schul-
geometrie und aulRerdem die aus diesen Korpern gewonnenen Koérper so zu be-
trachten, als hatte man die Korper als Kanten-, Flachen- oder Vollkérpermodelle
in der "Hand". (Das wird durch das sog. Virtual Sphere Device geleistet, bei dem
jedem Korper eine virtuelle Kugel umbeschrieben wird, die mit der Maus beliebig
bewegt werden kann.)

Es soll den Ubergang zur taktilen Wahrnehmung der auf dem Bildschirm nur vi-
suell wahrnehmbaren Korper ermdglichen. (Das geschieht durch den Ausdruck
von Korpernetzen und deren anschliel3ende Auffaltung.)

Es soll als Messwerkzeug auf vielfaltige Weise gestatten, die Metrik eines Kor-
pers zu studieren und die Ausgabe der wahren Form von Objekten, die sich auf
und im Kaorper befinden, zulassen.

Als Konstruktionswerkzeug soll es gestatten, auf flexible Weise neue Korper
durch Zerlegen, Zusammenzusetzen, Rotieren und Deformieren zu erzeugen.
AulRerdem soll das Einzeichnen von Figuren in und auf die Kérper mdglich sein,

um diese zu Tragern weiterer geometrischer Information zu machen.
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Das Windowsprogramm KORPERGEOMETRIE (Bauer et al. 1999), das im Wesent-
lichen die genannten Forderungen erfillt, kann deshalb dienen

- der Demonstration kdrpergeometrischer Sachverhalte

- der Unterstutzung der Formenkunde, der konstruktiven Darstellung, der Berech-
nung und der Erzeugung geometrischer Kérper

- der Entwicklung und des Trainings der Raumvorstellungsfahigkeit (hier: Fahigkeit,
sich raumliche Objekte und Beziehungen zwischen raumlichen Objekten vorzu-
stellen)

- der experimentellen Erkenntnisfindung (Entdeckung geometrischer Aussagen,
Erzeugung neuer Korper etc.)

- der Verstarkung kreativen Arbeitens durch raumgeometrisches Explorieren (z.B.

bei der Bearbeitung offener Aufgabenstellungen).

2 Eine Tour mit KORPERGEOMETRIE

Im Gegensatz zum Handbuch, in dem vor allem die Optionen von KORPERGEOME-
TRIE detailliert erklart werden, soll hier die didaktisch orientierte Behandlung aus-
gewahlter Kérper im Vordergrund stehen. Fir unsere Tour in exemplarischer Manier
haben wir die quadratische Pyramide ausgewahlt, um von dieser zum Kegel und zum
Zylinder zu gelangen. (Der Inhalt der Tour kann auch zum Gegenstand eines com-
puterunterstitzten Projektunterrichts in Klasse 9/10 gemacht werden.)

Anmerkung: Naturlich eignet sich die print-mediale Dokumentation der Tour nur un-

zureichend, um das dynamische Arbeiten mit Computergrafik wiederzugeben.

2.1 Pyramiden veranschaulichen

Wir wahlen in der Werkzeug- bzw. Symbolleiste ,Grundkdrper® unter den Basiskor-
pern Wiirfel, Quader, Parallelepiped (Parallelflach), dreiseitiges Prisma, Zylinder, drei-
seitige Pyramide, quadratische Pyramide, Kegel, Kugel, quadratischer Pyramiden-
stumpf, Kegelstumpf, Halbzylinder, Halbkugel die quadratische Pyramide (Abb.1) aus.

Eﬂatei Erzeugen Bewegen Darstellen  Egtraz Symbolleiste Fenster  Hilfe
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Abb. 1
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Die je nach Voreinstellung einfarbige oder mehrfarbige Pyramide kann mit der Maus
gedreht werden, um sie von allen Seiten anzuschauen (Abb. 2.1-2.3).

{ EINBETTEN Word.Picture.8 }

Abb. 2.1 Abb. 2.2

Abb. 2.3 { EINBETTEN Word.Picture.8 }

Nach dem Einzeichnen der Hohe (Symbolleiste ,Erzeugung von Kdrperpunkten
und Strecken*®) in das Flachenmodell legen wir die Hohe als Rotationsachse fest
(Symbolleiste ,Bewegen von Korpern*®) und drehen die Pyramide um diese Achse
(Abb. 3.1/2).
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Abb 3.1 Abb. 3.2

Dabei verwenden wir, wie auch im folgenden, die Ubliche Schragbilddarstellung, bei
der die verdeckten Kanten strichliert sind. — Die Lage der H6he mit den eingezeich-
neten Diagonalen der Grundflache wird durch erneute Drehung um das voreinge-
stellte Drehzentrum beobachtet (Abb. 4.1/2).

Abb. 4.1 Abb. 4.2

In der Symbolleiste ,Darstellen von Kérpern* wahlen wir die rdumliche Ecke und
sehen die senkrechte Projektion der Pyramide auf die drei Ebenen (Abb. 5.1 mit
Projektionslinien).
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{ EINBETTEN Word.Picture.8 }
Abb. 5.1
Mittels Animation wird die rAumliche Ecke in die Ebene geklappt (Abb. 5.2),

Abb. 5.2

die Pyramide neben ihr Dreitafelbild gestellt (Abb. 5.3)
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Es lassen sich natirlich auch noch ganz andere (quadratische) Pyramiden flexibel
dimensionieren (Abb. 6.1 "Korper beschreiben ..." unter Menupunkt "Erzeugen”).

-Grundkiirper—— Prisma und Pyramiden— Prisma— ‘Pyramide
C Prisma O Radius < Hehe C Hihe

® Pyramide @ Seite = [ﬁl:til::mﬁ?er g ga:tt.:t Iounkt

! Pyramidenstumpf ‘Pyramidenstumpf Deckflache] cherieipan

O EoPpeIPyAMILE |0 Hithe u. Kante .
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O Mittelpunkt der Deckfl, C) Scheltelpunkt

' Kugelschicht

' Kugelkeil und 2. Radius C Hiihe und 2. Hishe
Ecken |4 Hiihe | 2.83 Kante |4.uu Offnungswinkel [7) | 0.00
- o ¥ = -
Radius | .83 Mittelpunkt |2.uu |2.uu |2.uu 2 Radius 0.00
Seite | 4.00 Schﬂitﬂlpunkt|2.uu |2.uu |4.33 2 Hihe 0.00
Bestliche Griffen berechnen | Hilfe |ghhrechen Ok & I
Abb. 6.1

Eine gleichkantige quadratische Pyramide zeigt die Abbildung 6.2.

Abb. 6.2
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Eine entsprechende Dimensionierung ist auch mdoglich fur Prismen, Pyramiden-

stimpfe, Doppelpyramiden und die Kugelteile.

In der Symbolleiste ,Messen, Erzeugen von Koérpernetzen*® kdnnen wir einen Kor-

per automatisch (Abb. 7.1)

Abb. 7.1

oder interaktiv und damit individuell abfalten lassen (Abb. 7.2).

Abb. 7.2

Beim individuellen Abfalten kann man bestimmen, welche Kérperflache an welche
Flache des Netzes angeheftet werden soll. Damit kdnnen z.B. die acht verschie-
denen Netze einer quadratischen Pyramide entdeckt werden. — Mittels komfortablem
Ausdruck von Netzen haben wir nun die Mdglichkeit, nach dem Ausschneiden, Auf-
falten und Verheften (etwa mittels Klebeband), den auf dem Bildschirm dargestellten
Korper als Flachenmodell ganzheitlich erfahrbar zu machen (z.B. auch durch ein ge-

Offnetes ,Seitenflachenfenster” in sein Inneres zu schauen).
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2.2 Von der quadratischen zur viereckigen Pyramide

Durch Deformationen einer quadratischen Pyramide, etwa durch Verziehen der Spit-
ze gegenuber der Grundflache, kénnen wir neue quadratische Pyramiden generie-
ren. Dazu gehen wir von einer quadratischen Pyramide mit ihrem symmetrischen
Netz aus (Abb. 8.1),

Abb. 8.1

erzeugen eine kantengleiche Pyramide (Abb. 8.2)

Abb. 8.2
oder eine Pyramide, bei der Hohenful3punkt nicht mehr mit dem Mittelpunkt der

Grundflache Ubereinstimmt (Abb. 8.3, mit einem nur noch einfach achsensymmet-
rischen Netz)
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Abb. 8.3
oder eine Pyramide, bei der Hohenful3punkt aul3erhalb der Grundflache liegt (Abb.

8.4 mit einem asymmetrischen Netz).

Abb. 8.4
Jetzt verziehen wir auch die quadratische Grundflache zu irgendeinem konvexen
Viereck und lassen uns ein zugehoriges Netz ausgeben (Abb. 8.5). Den Netzaus-

druck kann man zur Konstruktion des Fu3punktes der Pyramide verwenden: Die Lote
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von den Spitzen der Seitendreiecke auf die entsprechenden Grundkanten bzw. deren
Verlangerungen schneiden einander in einem Punkt.

Abb. 8.5

Mit den Optionen der Symbolleiste ,Korper bewegen“ lassen sich Korper auch an

Punkten und Ebenen spiegeln. Spiegelt man eine nicht achsensymmetrische qua-
dratische Pyramide (Abb. 9.1)

Abb. 9.1

etwa an einer vertikalen Ebene, so hat ihr Spiegelbild ein ebenfalls gespiegeltes Netz
(Abb. 9.2).
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Abb. 9.2

Anmerkung: Mit den Optionen ,Spiegeln an einer Ebene®, ,Drehen um eine Achse*
usw. kann man die Deckabbildungen eines Koérpers und ihre Verkntpfungen
studieren; dazu sind die Korpereckpunkte verschieden farbbar.

2.3 Pyramiden ausmessen

Jeder selektierte Kérper kann ausgemessen werden: Dazu bewegt man den Cursor
uber den Kdorper, dann werden angezeigt: die Inhalte der Seitenflachen, die Langen
der Kanten usw.; aulBerdem das Volumen und die Gro3e der Oberflache; fur die
Standardkdrper nattrlich noch mehr Mal3e (Abb. 10).

4

|P_l,lramide: ¥=105:0= 317 6= 91:h= 35::= 30: k= 410

Abb. 10
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Die aktuellen Mal3e eines Kdrpers kdnnen auch in einer Tabelle ausgegeben wer-
den. Daftr richtet man sich in der Symbolleiste ,Messen, Erzeugen von Kdrpernet-
zen“ eine Tabelle mit einer entsprechenden Kopfzeile ein und lasst jeweils die aktu-
ellen Werte eintragen (Abb. 11.1).

E Messtabelle =l

Zeile [oschen |

Tabkelle gxportieren... |

Abb. 11.1
Das machen wir uns zu Nutze, um die gesetzmallige Varianz von Oberflache und
Volumen der quadratischen Pyramide bei formgleicher VergréRerung (Verkleinerung)

ZU untersuchen.

=l Messtabelle x|
BRI
. 1.1 2.7 3.8 0.4

Zeile ldschen |

Tahkelle exporieren. .. |

Abb. 11.2
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Wir erkennen, evtl. auch unter Verwendung eines (Online-) Taschenrechners: Ver-
groRern wir die Pyramide bis die Grundkante s in etwa doppelt so grol3 wird, so ver-
doppeln sich in etwa auch die Ubrigen Kantenlangen, die Flachenmal3e vervierfachen
sich naherungsweise und das Volumen nimmt ungeféahr auf das Achtfache zu (Abb.
11.2) usw. (Abb. 11.3).

=l Messtabelle

nels [h [k o
1.0 1.2 1.4 1.1
2.0 2.3 2.7 a1

L) I'\J|—l

Zeile [oschen |

Tabelle exportieren... |

Abb. 11.3

Wie ist das experimentelle Ergebnis mathematisch zu begriinden? -Ahnlichkeitslehre.
Verziehen wir die Grundflache der Pyramide zu irgendeinem Viereck (z.B. zu einem
Trapez), so verschwinden zwangslaufig die Werte fur Grund- und Seitenkante (Abb.
11.4).

ElMesstabelle =

Zeile loschen |

Takbelle exportieren... |

Abb. 11.4
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Verandern wir nur die Lage der Spitze bei konstanter H6he (raumliche Scherung), so

erkennen wir die Invarianz des Volumens (Abb. 11.5). — Satz des Cavalieri.

= Messtabelle |

s [n [k o M o v |

1] 30 34 40| 90 225 315 103
ap ol 24n

Zeile [oschen

Tahelle exportieren... |

Abb. 11.5

In der Symbolleiste ,Objekte in wahrer Grofze“ kann man Objekte in oder auf dem
Korper einzeichnen und ihre wahre Form und Grél3e sowohl grafisch als auch nume-
risch ausgeben; aul3erdem kdénnen solche Objekte parallel verschoben oder um Ach-
sen gedreht werden, um dabei ihre wahre Form zu studieren.

So kénnen wir uns in wahrer Grof3e zusammen mit den (gerundete) Mal3zahlen aus-
geben lassen zum Beispiel: Die Hohe der Seitenflache (Abb. 12 mit der Lange 3,8 LE

beim Standardkérper),

Abb. 12



{SEITE }

eine Seitenflache (Abb. 13; mit dem Inhalt 5,6 FE und dem Umfang 11,1 LE beim
Standardkorper),

Abb. 13

den Winkel zwischen Seitenhthe und Grundflache (Abb. 14; 66,2° beim Standard-
koérper),

Abb. 14
den Winkel zwischen Seitenkante und Grundflachendiagonale (Abb. 15; 58° beim

Standardkorper).
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Abb. 15

Wir legen eine durch drei bestimmte Kantenpunkte fiinfeckige (Schnitt-) Flache in die
Pyramide und lassen uns den einfach achsensymmetrischen Schnitt in wahrer Form
darstellen (Abb. 16.1).

Abb. 16.1
Auf Wunsch rotiert der Korper so, dass in ihm diese Flache ihre wahre Form an-
nimmt. (Abb. 16.2; das kann man auch selbst durch Drehen der Pyramide versu-

chen, dabei wird die Abweichung von der Lage mit der wahren Form angezeigt).
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Abb. 16.2

Wir variieren durch Parallelverschiebung die Form der Flache (Abb. 16.3, ein Dra-

chen — beispielsweise).

Abb. 16.3

Wie sehen die Linien der Flachenvielecke, die wir auch als Schnittlinien interpretieren
konnen, auf dem Netz, also in wahrer GroRRe aus, und wie verandern sie sich? Das

zeigen fur die Parallelverschiebung an Beispielen die Abbildungen 17.1 und 17.2.



{SEITE }

o
ettt
s
Alelatete!
Soeiatetelt
Aolatete! 5
At atetels! o
Aeatelete! oS
et tatetelet botol
Areleretelet ]
Areletetelets! 5
et o
W R <
ool ot
Tepetelel
]

o

datel

.
2
ot
Sl
ot

Abb. 17.1

Abb. 17.2

Die Variation der Polygonform kann auch durch das Dreitafelbild visualisiert werden

(Abb. 18).
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Leitenriss pufriss

Grundriss

Abb. 18
Das anfangliche Fiunfeck kann auch um eine seiner Seiten gedreht werden (Abb. 19)

usw.

Abb. 19
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2.4 Besondere Linien in und auf der Pyramide
Wir beschranken uns jeweils auf drei Beispiele fur Arten von Linien in der quadrati-
schen Pyramide und beginnen mit der Untersuchung der Verbindungsstrecken der

Eckpunkte der Grundflache mit den Mitten der jeweiligen Gegenkante (Abb. 20.1).

Abb. 20.1
Diese Linien schneiden einander. Diese Eigenschaft bleibt auch erhalten, wenn wir
die Spitze der Pyramide verziehen (Abb. 20.2);

Abb. 20.2

auRerdem kénnen wir mit der Option ,Teilpunkt® (Symbolleiste " Erzeugen von Kor-
perpunkten und Strecken") nachprifen, wie grol3 das Teilverhaltnis ist, in dem der
Schnittpunkt jede der Linien teilt. Das Teilverhaltnis ist ebenfalls invariant; es betragt
2:1, gemessen vom Eckpunkt der Grundflache aus.

Fallen wir die Lote von den Mittelpunkten der Grundkante auf die gegenuberliegen-

den Seitenflachen, so schneiden sich diese Linien, so lange wie der Ful3punkt der
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Pyramidenhdhe mit dem Mittelpunkt der quadratischen Grundflache lbereinstimmt
(Abb. 21.1).

Abb. 21.1
Ist das nicht mehr der Fall, so haben die vier Linien insgesamt keinen Punkt mehr
gemein (Abb. 21.2).

Abb. 21.2

Zeichnen wir die Schwerpunkte der Seitenflachen ein und verbinden diese zu einem
Viereck, so ist das Viereck ein parallel zur Grundflache liegendes Quadrat, selbst
dann, wenn die Spitze der Pyramide verzogen wird (Abb. 22.1-22.3; elementargeo-

metrische Begrindung?).



{SEITE }

Abb. 22.1

Abb. 22.2 Abb. 22.3

Das kdnnen wir am einfachsten experimentell nachprtfen, indem wir z.B. den Winkel
benachbarten Seiten und die Langen der Seiten messen lassen. Verziehen wir sogar
die quadratische Grundflache zu irgend einem Viereck, so wird aus dem "Schwer-
punktquadrat" ein Parallelogramm, was sich wiederum experimentell nachprifen

lasst (Abb. 22.4; elementargeometrische Begrindung?).
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Abb. 22.4

Wir schlie3en diesen Abschnitt mit einem Beispiel flr die kiirzeste Linie (sogenannte
geodatische Linie) auf der Oberflache eines Kérpers.

Auf der Pyramide kdnnen zwischen zwei Punkten (z.B. liegt einer auf einer Seiten-
kante, der andere in der Grundflache, Abb. 23.1)

{ EINBETTEN Word.Document.8 \s }

Abb. 23.1
viele Streckenzug-Verbindungen auf der Pyramidenoberflache hergestellt werden.

Als Beispiel zeichnen wir einen verbindenden Streckenzug aus drei Strecken (Abb.
23.2),
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Abb. 23.2

Welcher unter diesen Streckenziigen ist von minimaler Lange?

Korpergeometrie hat in der Symbolleiste ,Objekt in wahrer Gro3e* eine entsprechen-
de Option fur die Konstruktion eines kirzesten Weges, die wir aufrufen (Abb. 23.3)

Abb. 23.3

Wir prifen dessen Minimalitdt nach, indem wir die Pyramide so abfalten, dass der
raumliche Streckenzug zu einem ebenen auf einem der Pyramidennetze wird: es ist
zu erkennen, dass der Streckenzug mit der Verbindungsstrecke der beiden Punkte
zusammenfallt, also wirklich von minimaler Lange ist (Abb. 23.4).

{ EINBETTEN Word.Picture.8 }
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Abb. 23.4

2.5 Pyramiden halbieren

In der Symbolleiste ,Verandern von Korpern“ wahlen wir das Schnittwerkzeug, das
einen Korper in zwei Teile langs einer Schnittebene zerlegt, die durch das Auswéh-
len dreier Punkte festgelegt wird. Mit dieser Option und der automatischen Volu-
menmessung (Oberflachenmessung) l6sen wir experimentell die offene Aufgabe:
Finde alle typischen Volumenhalbierungen der quadratischen Pyramide? (Naturlich
ist jede Volumenhalbierung eines konvexen Korpers zugleich eine Oberflachenhal-
bierung, was bei der Bearbeitung der Aufgabe als Nebenergebnis anfallt.)

Der Achsenschnitt durch den Mittelpunkt einer Grundkante zeigt die Abbildung 24.1;

Abb. 24.1

Ergebnis der Ausfuihrung in Abbildung 24.2.
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Abb. 24.2

Durch einen Eckpunkt der Grundflache wird ein weiterer Achsenschnitt festgelegt

(Abb. 25.1; Ergebnis: Abb. 25.2).

,

e
e

e

Abb. 25.1
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Abb. 25.2

Im folgenden geben wir nur noch die Schnittflache an: Jeder andere Achsenschnitt,
bestimmt durch einen beliebigen Punkt auf einer Grundkante, liefert ebenfalls eine
Pyramidenhalbierung (Abb. 26).

Abb. 26
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Ein Schnitt, der die Grundkante und einen bestimmten Punkt einer gegenuberliegen-
den Seitenkante enthélt, ist ebenfalls halbierend (Abb. 27).

Abb. 27

Drei besondere Punkte auf verschiedenen Seitenkanten, Eckpunkte ausgenommem,
bilden ebenfalls eine halbierende Schnittflache. Daraus ergeben sich folgende Falle:

Keine Schnittlinie ist parallel zu einer Grundkante (Abb. 28);

Abb. 28
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mindestens eine Schnittlinie ist parallel zu einer Grundkante: Mit einer Schnittlinie ist
auch eine zweite parallel zu einer Grundkante (Abb. 29),

D e e
L
I D e e e
e e e S e

Abb. 29

oder es sind alle Schnittlinien parallel zur Grundflache und es liegt ein Schnitt vor,
der die quadratische Pyramide in eine ebensolche und in einen quadratischen Pyra-
midenstumpf zerlegt (Abb. 30).

Abb. 30

Dabei erzeugen wir den Stumpf mit dem zweiten Schnittwerkzeug: Es wird eine Ebe-
ne wahlweise definiert, die als Schnittebene parallel durch den Korper verzogen wer-
den kann. In Abbildung 30 wird eine horizontale Ebene gewahlt. Nach der halbieren-
den Schnittausfihrung kénnen wir uns, wie auch in den vorausgegangenen Féllen,
die Netze der Korperhalften ausgeben lassen, indem wir wechselweise die Halften
auswahlen(Abb. 31.1/2).
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Abb. 31.1

|~

Abb. 31.2

2.6 Die gestumpfte Pyramide

Die babylonische Herleitung der Volumenformel fir den ahnlich wie in Abbildung 30
erzeugten Pyramidenstumpf (Abb. 32.1)
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Abb. 32.1

setzt seine Zerlegung in Teile voraus, deren Volumenformeln schon bekannt sind.

Dazu verwenden wir das zweite Schnittwerkzeug, um mit verschiebbaren vertikalen
Schnittflachen die passenden Schnitte zu fihren (Abb. 32.2).

Abb. 32.2

Abb. 32.3
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Die Abbildung 32.3 zeigt uns den Pyramidenstumpf mit den entsprechenden Schnitt-
linien, die wir uns durch Korperdrehungen in verschiedener Lage ansehen kdnnen
(Abb. 32.4/5).

Abb. 32.4

Abb. 32.5

Wir ziehen die Teilkérper auseinander (Abb. 32.6),
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Abb. 32.6

fligen sie zu einer quadratischen Pyramide und zu zwei dreiseitigen Prismen zu-
sammen; Ubrig bleibt auRerdem eine quadratische Saule (Abb. 32.7).

Mit etwas tufteligen Drehungen um geeignet zu wahlende Achsen lassen sich die
beiden Prismen zu einem Quader umordnen (Abb. 32.8).
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Abb. 32.8

Jetzt kbnnen wir die bekannten Volumenformeln mit den entsprechenden Bezeich-

nungen, die in einem Ausdruck einzutragen sind, anwenden.

2.7 Pyramiden abschneiden

Abb. 33.1

Die Abbildung 33.1 zeigt einen Zwdlflachner, dessen Seitenflachen lauter einander
kongruente Rauten sind. Deshalb nennt man diesen Korper auch Rautendodekaeder
oder Rhomendodekaeder. Seine Ecken werden aus drei bzw. vier Rauten gebildet;
deswegen handelt es sich nicht um einen regelmaRigen Korper.

Mit den Messwerkzeugen von KORPERGEOMETRIE kann er ausgemessen werden.
In diesen Korper lasst sich ein Wirfel einbeschreiben (Abb. 33.2).
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Abb. 33.2

Das Rautenzwolfflach ist also durch Aufsetzen geeigneter quadratischer Pyramiden
auf die Warfelflachen entstanden. Wir schneiden eine der Pyramiden ab (Abb. 33.3),

Abb. 33.3

legen ihre Grundflache als Spiegelebene fest (Abb. 33.4)
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Abb. 33.4

und spiegeln die Pyramide.
Die Spitze der gespiegelten Pyramide fallt mit dem Wdurfelmittelpunkt zusammen
(Abb. 33.5);

Abb. 33.5

die Pyramidenhdhe ist also halb so lang wie die Wiirfelkante.

Einschub: Die Eingabe des Rautendodekaeders, das in Abbildung 33.1/2 zu sehen
ist, geht deshalb von den Eckpunkten eines Einheitswuirfels aus, auf den die sechs
passenden Pyramidenmantel bzw. zwdlf passenden Rauten aufgesetzt werden. Die
folgenden Programme fur die beiden Kdorper kann man mit irgendeinem Texteditor

erstellen.
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Programm fir das Rautendodekaeder mit Programm fiir das Rautendodekaeder:
einbeschriebenem Wiirfel:

1,E, 1.0,-1.0,0.0,A
1,E 1.0,0.0,0.0,B
1,E, 0.0,0.0,0.0,C
1,E, 0.0,-1.0, 0.0,
1E, 1.0,-1.0,1.0,E
1,E 1.0,0.0,1.0,F
1,E, 0.0,0.0,1.0,G
1,E, 0.0,-1.0, 1.0,H
1,E, 0.5-05,15,

1,E, 0.5,-0.5,-0.5,J
1,E, 1.5,-0.5, 0.5,K
1,E,-0.5,-0.5,0.5,L
1,E, 0.5 05 05M
1,E, 0.5,-1.5,0.5,N
1,F.EFI

1,E 1.0,-1.0,0.0,A
1,E, 1.0,0.0,0.0,B
1,E, 0.0,0.0,0.0,C
1,E, 0.0,-1.0, 0.0,D
1, 1.0,-1.0,1.0,E
1,E 1.0,0.0,1.0,F
1,E 0.0, 0.0,1.0,G
1,E, 0.0,-1.0, 1.0,H
1,E, 0.5,-0.5, 1.5,

1,E, 0.5,-0.5,-0.5,J
1,E, 15,-05,0.5K
1,E,-0.5,-0.5,0.5,L
1,E,05,05,05M
1,E, 0.5,-1.5, 0.5)N
1,F.KFIE

1.F.FGI 1,F.MGIF

1,F,LHIG
1,F,GHI

1,F,NEIH
1,F,HEI

1,F,KBMF
1,F,BAJ

1,F,MCLG
1,F,CBJ

1,F,LDNH
1,F,DCJ

1,F,NAKE
1,F,ADJ

1,F,KAJB
1,F,ABK

1,F,MBJC
1,F,.BFK

1,F,LCID
1,F.FEK 1,F,NDJA
1,F,EAK v
1,F,CDL
1,F,DHL
1,F,HGL
1,F,GCL
1,F,.BCM
1,F,CGM
1,F,GFM
1,F,FBM
1,F,.DAN
1,F,AEN
1,F,.EHN
1,F,HDN

{ EINBETTEN Word. Picture.8 }

Anmerkungen: 1 steht fir den zu definierenden
Koérper (hier nur fir einen Teilkorper), E (F) fur die
zu definierenden Ecken (Flachen); A,B,C,D,F,G,H
sind die Bezeichnungen fur die Wairfelecken,
1,J,K,L,M,N fir die Pyramidenspitzen.

C bildet den Koordinatenursprung; der einbschrie-
bene Wiirfel wird als Einheitswiirfel angenommen.

Das Volumen des Rautendodekaeders ist deshalb doppelt so gro3 wie das des
Waiirfels. Das kdonnen wir auch einsehen, indem wir aus den sechs aufgesetzten Py-
ramiden einen Wiirfel bilden, der zum einbeschriebenen kongruent ist. Dazu schnei-
den wir nacheinander vier der Pyramiden ab, drehen diese jeweils passend um eine
ihrer Grundkanten (Abb. 34.1/2)
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Abb. 34.1/2

und verschieben die flinfte in die verbliebene Liicke (Abb. 34.3).
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Abb. 34.3

Ein weiteres Beispiel flr das Abschneiden quadratischer Pyramiden:

Wir definieren eine vierseitige Doppelpyramide mit gleichlangen Kanten (regel-
mafiges Oktaeder) , schneiden ihre sechs Ecken jeweils bis zu den Kantenmitten ab
und erhalten einen Koérper mit sechs Quadraten und acht gleichseitigen Dreiecken

als Seitenflachen, der Kuboktaeder genannt wird.

2.8 Pyramiden herausschneiden
Aus Korpern kdnnen quadratische Pyramiden herausgeschnitten werden. Daflr ist
u.a. eine quadratische Saule geeignet: Zuerst zeichnen wir in die quadratische Saule

die Pyramide ein, sozusagen als Plan fur das Schneiden (Abb. 35.1),

{ EINBETTEN Word.Picture.8 }

Abb. 35.1
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dann schneiden wir, wie in Abbildung 35.2 und 35.3

Abb. 35.1

Abb. 35.3
zu sehen ist, mit dem ersten Schnittwerkzeug und erhalten vier ,Abfall-Kérper” (Abb.
35.4).
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Abb. 35.4
Verwenden wir auch das zweite Schnittwerkzeug, so ergeben sich auch andere
Restkorper (Abb. 36.1/2);

Abb. 36.1
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Abb. 36.2
nur teilweise auseinandergenommen, erhalten wir ein Dach mit einer Vierung (Abb.
36.3).

Abb. 36.3

Auch den Wirfel kénnen wir in Pyramiden zerlegen. Wir fihren hier nur eine der

Maoglichkeiten aus. Mit dem "3-Punkte-Werkzeug" zerlegen wir den Wiirfel in drei ein-
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ander kongruente vierseitige Pyramiden mit quadratischer Grundflache, bei denen
die Hohe mit einer Seitenkante zusammenfallt; leider lasst es sich nicht vermeiden,
dass beim Schneiden immer eine der Pyramiden in zwei dreiseitige Pyramiden zer-
legt wird (Abb. 37.1/2).

Abb. 37.1

Abb. 37.2
Das Netz einer solchen Pyramide zeigt die wahre Form der Seitenflachen: zwei kon-
gruente gleichschenklige rechtwinklige Dreiecke mit der Wirfelseitenflachendiago-

nalen als Hypotenuse und zwei kongruente rechtwinklige Dreiecke mit der Wirfel-
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raumdiagonalen als Hypotenuse und der Wirfelseitenflachendiagonalen als Kathete
(Abb. 37.3).

Abb. 37.3

2.9 Eine Pyramide in andere Kdrper zerlegen
Aus einer quadratischen Pyramide soll eine Doppelpyramide herausgeschnitten wer-
den. Den Plan daftir zeigt die Abbildung 38.1.

Abb. 38.1
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Mit dem ersten Schnittwerkzeug erhalten wir eine Zerlegung wie in Abbildung 38.2,

Abb. 38.2

die wir uns durch Drehen im Kdrper anschauen kénnen (Abb. 38.3).

Abb. 38.3

Das Ergebnis des Auseinanderziehens der Teile zeigt die ,Explosionsdarstellung® in
Abbildung 38.4,
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Abb. 38.4

die natirlich auch als ganze Schnittszene herumzudrehen ist und deren Teile als
"Pyramidenpuzzle" verwendet werden kdénnen. Das Netz des Oktaeders ist in Abbil-
dung 38.5 zu sehen; durch Ausdruck auch der anderen Teilkorper werden die Puz-
zleteile taktil verfligbar gemacht.
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Herstellung eines "regellosen" Bildschirm-Puzzels: Wir legen in eine quadratische
Pyramide beispielsweise jeweils zwei horizontale und vertikale Schnitte (Abb. 39.1),

Abb. 39.1

ziehen die Teilkorper auseinander und mischen diese (Abb. 39.2).

Abb. 39.2
Es ist eine reizvolle Aufgabe, die Teile durch Parallelverschieben wieder zu einer Py-

ramide zusammenzufugen.
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2.10 Korper mit Pyramiden zusammenzusetzen
Im Symbolleiste ,Kdrper auswahlen und definieren” kdnnen wir eine Pyramide mit

sich und den anderen (Grundkdrpern zusammenbauen); drei solcher Zusammen-

bauergebnisse zeigen Abbildungen Abb. 40.1 - 40.3.

{ EINBETTEN Word.Picture.8
}

Abb. 40.1 (Pyramide mit Pyramide) Abb.40.2 (Pyramide mit Wiirfel)

Abb.40.3 (Pyramide mit Pyramidenstumpf).
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2.11 Pyramide ein- und umbeschreiben

In der Symbolleiste fur ,Einbeschriebene Korper und Rotationskérper” wahlen wir das
.Einbeschreiben” fir eine quadratische Pyramide in den Wirfel und veranschauli-
chen das Ergebnis in einer raumlichen Ecke (Abb.41.1) und im Dreitafelbild
(Abb.41.2);

Abb. 41.1

Beitenriss Bufriss

Grundriss

Abb. 41.2
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nach einer Drehung (Abb.41.3).

Beitenriss Pufriss

Grundriss

Abb. 41.3
Den Waiirfel beschreiben wir in eine quadratische Pyramide ein und damit die Pyra-
mide um (Abb. 42.1/2).

_________

Abb. 42.1
{ EINBETTEN Word.Picture.8 }

Abb. 42.2
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Wir kdnnen auch einen Zylinder (auf nicht eindeutige Weise!) und die Kugel in eine
guadratische Pyramide einbeschreiben (Abb. 43 /Abb. 44).

Beitenriss buifriss

/\

Grundriss

Abb. 43

Beitenriss Bufriss

b

7]

rundriss

Abb. 44
2.12 Von der Pyramide zum “Kegel*“

Die Abbildungen 45.1 — 45.4 sollen den naherungsweisen Ubergang von der 4-seiti-

gen Pyramide zum ,Kegel“ bei gleicher Korperhthe und gleichem Radius des Grund-
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flachenumkreises illustrieren; dabei sind auch die entsprechenden Netze eingeblen-
det, die jeweils die regelmaRige Grundflache und den Pyramidenmantel zum Ver-

gleich zeigen.

Abb. 45.1

Abb. 45.2
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Abb. 45.3

Der Kérper in Abbildung 45.4 ist mit dem Kegelbutton erzeugt; wir erkennen aber
durch Abzéahlen, dass es sich eigentlich um eine 24-seitige Pyramide handelt. In
KORPERGEOMETRIE wird also ein Kegel stets durch eine solche Pyramide approxi-
miert. — Durch Verziehen des geraden Kreiskegels zu einem schiefen, erhalten wir
asthetische wirkende Kegelnetze (Abb. 46).
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Abb. 46
Der Kegel lasst sich auch als Rotationskérper erzeugen. Dazu muss das dreieckige
Rotationsprofil entsprechend durch Verziehen eingestellt werden (Abb. 47.1).

{ EINBETTEN
Word.Picture.8 }

Abb. 47.1

Je nach Wahl der Facettenanzahl n erhalt man eine n-seitige Pyramide (Abb. 47.2,
n = 4: quadratische Pyramide );
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Abb. 47.2

fur die Hochstzahl an Facetten ergibt sich ndherungsweise einen Kegel (Abb. 47.3).

Abb. 47.3

Durch Verziehen des Rotationsprofils kann die Entstehung des Rotationskorpers
demonstriert werden (Abb. 47.4).



Abb. 47.4

2.13 Verschiedene Arten von Kegelschnitten
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Eine zur Grundflache parallele Ebene schneidet den Kegel in einen Kreis (Abb.

48.1).

Abb. 48.1
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Je nachdem der Winkel zwischen Schnittflache und Grundflache kleiner, gro3er oder
gleich dem Winkel zwischen Mantellinie und Grundflache schneidet die Schnittflache

den Kegel in einer Ellipse (Abb. 48.2),
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Abb. 48.2
einer Hyperbel (Abb. 48.3),

Abb. 48.3
einer Parabel (Abb. 48.4).

Abb. 48.4

Mit den entsprechenden Werkzeugen lassen sich die betreffenden Winkel messen.
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Wir fuhren nun alle Schnitte langs der genannten Schnittflachen aus und stellen die
Netze der betreffenden Schnittkdrper dar: Kegelstumpf mit kreisformiger Grundflache
(Abb. 49.1),

Abb. 49.1
Kegelstumpf mit elliptischer Deckflache (Abb. 49.2a)

Abb. 49.2a
und Kegel mit elliptischer Grundflache (Abb. 49.2b),
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Abb. 49.2b

Kegelabschnitte mit jeweils hyperbelférmiger Schnittflache (Abb. 49.3a/b).

Abb. 49.3a
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Abb. 49.3b

Kegelabschnitte mit jeweils parabelformiger Schnittflache (Abb. 49.4a/b).

Abb. 49.4a
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Abb. 49.4b

Die Schnittlinie kann vor Schnittausfiihrung in's Netz eingetragen werden, beispiels-
weise fur den elliptischen Schnitt (Abb.50).

2.14 Vom Kegel zum Zylinder

Der Zylinder lasst sich auffassen als ein Kegel, dessen Spitze in's Unendliche ver-
zogen worden ist (Abb.51.1/2).
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Abb.51.1 Abb. 51.2
Das Netz des geraden Kreiszylinders (Abb.52.1)

Abb. 52.1
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geht tber in das dynamische wirkende Netz des schiefen Kreiszylinders (Abb. 52.2)

Abb. 52.2

Schneiden wir die ,zylindrische Wurst" oder Walze mit einem (ebenen) Schnitt (Abb.

53.1),

Abb. 53.1
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so erhalten wir einen elliptischen Schnitt mit Schnittkérpern, die eine entsprechende
"Pelle" haben (Abb. 53.2).

Abb. 53.2
Eine Schlingpflanze schlingt sich 6konomisch um einen zylindrischen Stamm, nam-
lich auf kiirzestem Wege (Abb. 54);

Abb. 54
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das zeigt im Netz die Strecke als kirzeste Verbindungslinie zweier Punkte...

Wir schlieRen unseren Ausflug in die KORPERGEOMETRIE mit der Konstruktion
eines Schnittkérpers (sog. Mehrzweckstopsel) der durch jedes der drei Locher der in
Abbildung 55

Abb. 55

gegebenen Schablone hindurchgeschoben werden kann. Dazu dimensionieren wir
einen Zylinder so, dass seine Hohe gleichgrold wie sein Durchmesser ist (Abb. 56.1).
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Abb. 56.1

Dann legen wir zwei Schnitte, jeweils gebildet aus zwei Endpunkten einer Diagona-
len der Deckflache und einem der Endpunkte der im rechten Winkel stehenden Dia-
gonalen der Grundflache (Abb. 56.2);
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Abb. 56.2

die Separierung der Schnittkdrper zeigt die Abbildung 56.3.

Abb. 56.3

Mit der Generierung eines Netzes und seinem Ausdruck machen wir uns den Mehr-

zweckstopsel taktil zuganglich (Abb. 56.4)
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\

Abb. 56.4

Im Dreitafelbild des gesuchten Kérpers ist zu erkennen, dass dieser die gewilinschten
Eigenschaften hat (Abb. 56.5).

Beitenriss fufriss

Grundriss

Abb. 56.5
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3 Abschlieiende Bemerkungen

Bemerkung 1: Bei unserer Tour sind wir nicht auf das Zusammenspiel der drei me-
dienspezifischen Darstellungsweisen (Papier-Bleistift- bzw. Print-Medien-Darstellung,
materiale Darstellung und Bildschirmdarstellung von Koérpern) eingegangen. Die Lei-
stungsfahigkeit der herkémmlichen Korperdarstellung ist aber im Vergleich mit der
Bildschirmdarstellung bei zunehmender figuraler Komplexitat ziemlich beschrankt.
Von der Bildschirmdarstellung kann durch entsprechendes Ausdrucken zur print-
medialen und materialen Darstellung lbergehen. - Das Verstandnis fiir den Uber-
gang zur Bildschirmdarstellung von Kérpern setzt das dreidimensionale kartesische
Koordinatensystem und die Kenntnis der Koordinaten der Korperecken voraus; dann
erst kann ein Korper fir die KORPERGEOMETRIE computerisiert werden.
Bemerkung 2: Natrlich ist KORPERGEOMETRIE nicht fur die Lésung aller (offe-
nen) raumgeometrischen Aufgaben geeignet. So ist z.B. das Entdecken aller konve-
xen Polyeder, deren Oberflache aus gleichseitigen Dreiecken und Quadraten be-
steht, am besten mit daflir geeigneten Materialien zu realisieren. Eine Auswahl offe-
ner raumgeometrischer Aufgaben, die sich mit KORPERGEOMETRIE gut I6sen las-
sen, befindet sich in Schumann (1998). Ein Ergebnisbericht Uber Unter-
richtsexperimente zum computerunterstitzten Losen offener raumgeometrischer
Aufgaben kann nachgelesen werden in Schumann (1999).

Bemerkung 3: KORPERGEOMETRIE ist kein Solid Modeller, d.h. mit ihm kénnen
keine Booleschen Operationen mit Kérpern ausgefuhrt werden, wie es in 3D-CAD-
Systemen ublich ist. So ist eine Zusammensetzung von Koérpern in KORPERGEO-
METRIE kein neues Objekt. - KORPERGEOMETRIE hat innerhalb einer Option kein
"Undo", was sich nachteilig bei notwendigen Korrekturen auswirkt. - Das Konzept des
Zug-Modus ist in der jetzigen Version nur teilweise realisiert: Konstruktive Erganzun-
gen werden im Allgemeinen beim Verziehen geldscht (Abhilfe: Arbeiten in mehreren
Fenstern).

Bemerkung 4: Wie bei jedem Computerwerkzeug, so ist auch die Benutzung von
KORPERGEOMETRIE gewohnungsbedirftig. Es kann - wie (blich - bei den User-
Anfangern zu einer Uberlagerung von Benutzungsproblemen mit dem eigentlich zu

[6senden Problem kommen.
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Bemerkung 5: Eines der ersten Computerwerkzeuge flr den Raumgeometrie-Unter-
richt in der Sekundarstufe I, das DOS-Programm SCHNITTE (Doorman/Schumann,
1995), erfullt heute nicht mehr die Standards zeitgemaler Software-Ergonomie; au-
Berdem hat es einen nur auf das Schneiden von Polyedern ausgerichteten Lei-
stungsumfang.

Bemerkung 6: Die Entwicklung von Software fir den Raumgeometrieunterricht, in
der der Schuler/die Schilerin in einem virtuellen Raum agiert, steht erst an ihrem
Anfang (Schumann 1995). - KORPERGEOMETRIE ist ein erstes prototypisches
synthetisch-geometrisches Windowswerkzeug dieser Unterrichtssoftware-Entwick-

lungslinie.
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